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摘　 要:目的 针对一元随机变量的概率密度函数估计问题,寻找一个提高非参数估计收敛速度的方法。 方法 通过

对参数估计和非参数估计组合加权,提出一个基于正则惩罚的半参数估计方法:假定一个参数模型得到其对应的

参数估计,用核方法计算得到其非参数估计,通过带正则惩罚的经验似然损失或积分平方损失得到一个权重,基于

这个权重对得到的参数估计和非参数估计组合,从而得到所提出的基于正则惩罚的半参数估计。 结果 渐近理论性

质显示:所提出的带正则惩罚的半参数密度估计方法结合了参数估计和非参数估计的优点,不依赖任何模型假设,
在任何情况下都是收敛的,并且在参数模型假设正确时,权重偏向参数估计,此时收敛速度与参数估计一样,反之

则偏向非参数估计,收敛速度与非参数估计一致。 通过数值模拟实验发现:当数据满足参数模型假设时,带惩罚的

半参数密度估计方法权重偏向参数估计,与理论结果一致;当数据不满足参数模型假设时,所提出的半参数估计权

重偏向非参数估计,这同样与理论结果一致。 最后将该方法应用于重庆市降水数据中,研究了其月降水量的分布。
结论 实例分析结果表明:所提出的基于正则惩罚的半参数估计与非参数估计相比更光滑,与参数估计相比拟合更

好,验证了该方法的合理性。
关键词:密度函数估计;

 

参数估计;非参数估计;加权;正则惩罚

中图分类号:O212. 1　 　 文献标识码:A
 

　 　 doi:10. 16055 / j. issn. 1672-058X. 2025. 0002. 012

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　
　

　

收稿日期:2023-08-11　 修回日期:2023-11-27　 文章编号:1672-058X(2025)02-0086-09
基金项目:云南省科技计划基础研究项目(202201AU070051);云南师范大学博士科研启动项目(2020ZB014).
作者简介:谭欣(1994—),女,重庆梁平区人,博士研究生,从事非参数统计研究.
通讯作者:晏梅(1988—),女,云南曲靖人,博士,讲师,从事非参数统计、高维数据分析研究. myanlxy920@ hotmail. com.
引用格式:谭欣,晏梅. 基于正则惩罚的半参数密度估计方法[J]. 重庆工商大学学报(自然科学版),2025,42(2):86-94.

TAN
 

Xin 
 

YAN
 

Mei. Semi-parametric
 

density
 

estimation
 

method
 

based
 

on
 

regular
 

penalty  J  . Journal
 

of
 

Chongqing
 

Technology
 

and
 

Business
 

University
 

 Natural
 

Science
 

Edition  2025 42 2  86-94.

Semi-parametric
 

Density
 

Estimation
 

Method
 

Based
 

on
 

Regular
 

Penalty
TAN

 

Xin1  
 

YAN
 

Mei2

1. School
 

of
 

Mathematical
 

Sciences 
 

University
 

of
 

Electronic
 

Science
 

and
 

Technology
 

of
 

China 
 

Chengdu
 

511731 
 

China
2. School

 

of
 

Mathematics 
 

Yunnan
 

Normal
 

University 
 

Kunming
 

650500 
 

China

Abstract 
 

Objective This
 

paper
 

aimed
 

to
 

find
 

a
 

method
 

to
 

improve
 

the
 

convergence
 

speed
 

of
 

nonparametric
 

estimation
 

for
 

the
 

probability
 

density
 

function
 

of
 

a
 

univariate
 

random
 

variable.
 

Methods By
 

combining
 

parameter
 

estimation
 

and
 

nonparametric
 

estimation
 

with
 

weighting 
 

a
 

semiparametric
 

estimation
 

method
 

based
 

on
 

regular
 

penalty
 

was
 

proposed.
 

In
 

this
 

method 
 

a
 

parameter
 

model
 

was
 

assumed
 

to
 

obtain
 

its
 

corresponding
 

parameter
 

estimation.
 

Nonparametric
 

estimation
 

was
 

computed
 

using
 

kernel
 

methods.
 

A
 

weight
 

was
 

then
 

obtained
 

through
 

empirical
 

likelihood
 

loss
 

with
 

a
 

regular
 

penalty
 

or
 

integral
 

square
 

loss.
 

Based
 

on
 

this
 

weight 
 

the
 

proposed
 

semiparametric
 

estimation
 

based
 

on
 

regular
 

penalty
 

was
 

obtained
 

by
 

combining
 

the
 

parameter
 

estimation
 

with
 

nonparametric
 

estimation.
 

Results
 

Asymptotic
 

theoretical
 

properties
 

show
 

that
 

the
 

proposed
 

semiparametric
 

estimation
 

method
 

based
 

on
 

regular
 

penalty
 

combines
 

the
 

advantages
 

of
 

parameter
 

estimation
 

and
 

nonparametric
 

estimation.
 

It
 

converges
 

in
 

any
 

case
 

without
 

relying
 

on
 

any
 

model
 

assumption 
 

and
 

when
 

the
 

parameter
 

model
 

assumption
 

is
 

correct 
 

the
 

weight
 

tends
 

toward
 

the
 

parameter
 

estimation 
 

resulting
 

in
 

the
 

same
 

convergence
 

speed
 

as
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the
 

parameter
 

estimation 
 

otherwise 
 

it
 

tends
 

toward
 

the
 

nonparametric
 

estimation 
 

with
 

consistent
 

convergence
 

speed
 

as
 

nonparametric
 

estimation.
 

Numerical
 

simulation
 

experiments
 

show
 

that
 

when
 

the
 

data
 

satisfy
 

the
 

parameter
 

model
 

assumption 
 

the
 

weight
 

of
 

the
 

penalized
 

semi-parametric
 

density
 

estimation
 

method
 

tends
 

toward
 

the
 

parameter
 

estimation 
 

consistent
 

with
 

the
 

theoretical
 

results 
 

when
 

the
 

data
 

do
 

not
 

satisfy
 

the
 

parameter
 

model
 

assumption 
 

the
 

weight
 

of
 

the
 

proposed
 

semi-parametric
 

estimation
 

tends
 

toward
 

the
 

nonparametric
 

estimation 
 

also
 

consistent
 

with
 

the
 

theoretical
 

results.
 

Finally 
 

this
 

method
 

was
 

applied
 

to
 

precipitation
 

data
 

in
 

Chongqing
 

to
 

study
 

the
 

distribution
 

of
 

monthly
 

precipitation.
 

Conclusion The
 

results
 

of
 

the
 

case
 

study
 

show
 

that
 

the
 

proposed
 

semiparametric
 

density
 

estimation
 

method
 

based
 

on
 

the
 

regular
 

penalty
 

is
 

smoother
 

compared
 

with
 

nonparametric
 

estimation 
 

and
 

fits
 

better
 

compared
 

with
 

parameter
 

estimation 
 

thus
 

validating
 

the
 

rationality
 

of
 

this
 

method.
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function
 

estimation 
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1　 引　 言
统计分析的一个重要问题是密度函数的估计,它

对于了解数据结构,解决实际中的许多问题都有非常

重要的帮助。 本文的主要目的是估计一个一元随机变

量 X 的概率密度函数 f0(x)。 经典的参数方法:先假设

变量服从带有未知参数的某个分布,然后根据极大似

然、矩估计等方法估计其参数,从而得到它的具体分

布,更多的可见文献[1]。 当假设的参数模型成立时,
其估计的收敛速度为 n-1,然而模型假设不成立时,这
个基于模型假设得到的参数估计很可能不会收敛。 相

比参数估计,非参数估计只依赖数据本身而不依赖于

任何模型假设。 一个普遍使用的非参数估计方法就是

核密度估计( Kernel
 

Density
 

Estimation,
 

KDE),该方法

是由 Silverman 首次提出的,它在生物医学、电力工程、
地理科学、 气象、 金融分析学等各个方面被大量使

用[2-10] 。 核密度估计不依赖任何模型假设,总是收敛

的,在开区间上其收敛速度约为 n-4 / 5 [11-13] 。
为了进一步提高估计的收敛速度,Olkin 等[14] 提出

了一个加权的半参数方法:
fsp(x)= wfp(x) +(1-w) fnp(x)

其中,w∈[0,1]是一个未知的权重,fp 是参数估计,fnp

是非参数估计。 他们根据观测的样本,用极大似然方

法得到这个权重参数的估计 ŵ。 文献[ 14] 中定理指

出,若某些假设条件成立,那么当参数模型假设成立

时,所估计的权重概率满足 Pr( ŵ = 1)随着样本量的增

加而趋于 1,反之则 Pr( ŵ = 0)趋于 1。
这个加权方法结合了参数和非参数估计的优点,

并且不涉及复杂的优化问题,求解方便。 然而,在实际

应用中,当用核密度估计方法作为非参估计时,它会出

现“过拟合”现象:样本点处的函数值拟合得“太好”,使
得即使参数模型假设成立时,非参数估计的经验似然

损失函数大部分情况下仍然比参数估计的大,此时所

得到的权重 ŵ 取值很小,这个情况具体的数值例子可

见第 4 节的表
 

1。 这与理论预期的效果矛盾,也许是这

个加权方法在实际中应用很少的原因。
基于这个现象,本文改进了 Olkin 和 Clifford 的方

法,提出了一个带正则惩罚的半参数估计方法。 该方

法通过增加一个正则惩罚来选择更好的权重,使其表

现与理论预想一致。 此外,本文基于理论推导展现了

该方法在样本量趋于无穷时的表现性质,并通过数值

模拟进行了验证,实例分析进一步说明了该方法的合

理性。

2　 方　 法

设 X i{ } n
i = 1 是 X 的一组独立同分布样本,首先,考虑

其参数估计。 假设随机变量 X 服从某个已知的参数分

布 f(x;θ),其中参数 θ 未知需要估计。 本文通过极大

似然估计其参数 θ,即

θ^ =argmin
θ

∏
n

i = 1
f(X i;θ)

从而得到其概率密度函数估计 fp(x)= f(x;θ^ );然后,再
考虑其非参估计。 本文使用常用的核密度估计作为非

参估计部分:

fnp(x)= 1
nh

K
X i -x

h( )
其中,K(·)是核函数,h 是带宽。 为了防止非参估计

部分的“过拟合”现象,本文对其增加一个正则惩罚,提
出了两种估计权重的损失函数,一个是应用经验似然

损失函数,即

LMLEP(w) = - 1
n ∑

n

i = 1
log wfp(Xi) + (1 - w)fnp(Xi)( ) +

λn(1 - w)df

其中,df 是非参估计的自由度,λn >0 是正则参数。 对

于核密度估计来说,根据文献[15]可知 df = K(0) / h。
另一个损失函数是根据积分平方误差 ( Integrated

 

Squared
 

Error,
 

ISE)推导的:
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LISE( f(x)) = ∫
X

f(x) - f0(x)( ) 2 = ∫
X

f2(x)dx -

2∫
X

f(x) f0(x)dx + ∫
X

f2
0(x)dx

其中,X⊂R。 注意到右边第三项是常数,对优化问题

无关,所以只考虑用前两项的值作为损失,而第二项实

际上是求 E f(X)[ ] ,因此可以用本均值∑
n

i = 1
f(X i ) / n 来近

似它。 所以,得到了本文的第二种损失函数:

LISEP(w) = ∫
X

wfp(x) + (1 - w) fnp(x)[ ]
2
dx -

2
n ∑

n

i = 1
wfp(X i) + (1 - w) fnp(X i)[ ] +

λ n(1 - w)df

极小化 LMLEP(w)或者 LISEP(w)得到权重的估计 ŵ。
代入半参数估计的形式得到本文所提出的估计:

f^(x)= ŵfp(x) +(1-ŵ) fnp(x)

3　 理论性质
3. 1　 符号表示

an ~ bn 表示数列 an、bn 等阶,即 lim
n→∞

an

bn
= c,0≠c <

∞ ;an = o ( bn ) 表 示 lim
n→∞

an

bn
= 0; an = O ( bn ) 表 示

lim
n→∞

an / bn ≤c;an = Op( bn ) 表示 lim
n→∞

Pr( an / bn ≤c) →

1,其中 0<c<∞ ;‖θ‖表示向量 θ 的欧氏范数。 此外,
本文只展现用积分平方误差损失估计的渐近性质,对
于经验似然损失的性质可参考文献[14]的定理及其类

似的证明,在此不再赘述。
3. 2　 假设条件

条件 1 　 X∈X 是紧集,f0( x)在定义域 X 上有界

且 f
 

″0(x)存在。
条件 2　 非参估计使用的核函数 K(·)关于原点

是对称的。
条件 3　 如果模型假设成立,即 f0(x)= f(x;θ0 ),则

∫ X∇ T f ( x; θ0 ) ∇f ( x; θ0 ) dx < ∞ ,其中 ∇f ( x; θ0 ) =

∂f(x;θ)
∂θ θ =θ0

。

条件 4　 若对于任意的 θ∈Θ,f0(x)≠f(x;θ),那么

infθ∈Θ ∫ X f(x;θ) -f0(x)[ ] 2dx≥δn,其中,当 n →∞ 时,

δn→0,n
3
4 δn→∞ 。

注 1　 条件 1 和条件 2 在非参数统计研究中是常

见的,例如文献[12-13]。 条件 3
 

说明了参数模型一阶

导的可积性,许多常见的分布都满足这个假设条件。
条件 4 是为了限制参数估计在参数模型假设不成立

时,即使它是收敛的,但其收敛速度也不能太快高于

n-3 / 4,这个条件是很自然的。
3. 3　 渐近性质

定理 1　 若条件 1 至条件 3 成立,则当 λn ~ n-1,h =

hopt 时,若 X = R,hopt ∝n-1 / 5;若 X = [ a,b],hopt ∝n-1 / 4,

lim
n→∞

Pr( ŵ = 1)= 1,此时 LISE( f^(x))= Op(n-1)。

证明　 首先考虑参数估计的收敛速度。

LISE( fp(x)) = ∫
X

f(x;θ^ ) - f(x;θ 0)[ ] 2dx =

　 ∫
X

∇ Tf(x;θ0)(θ^ - θ0) + o ‖θ^ - θ0‖2( )[ ] 2dx =

　 θ^ - θ0( ) T ∫
X

∇ Tf(x;θ0) ∇ f(x;θ0)dx[ ] θ^ - θ0( ) +

　 o ‖θ^ - θ 0‖2( ) ≤ C‖θ^ - θ 0‖2 = Op(n -1)
其中,C >0 是一个常数。 第二个等式是根据 Taylor 展

开得到的,不等式是根据条件 3 得到的,最后一个等式

是根据参数估计的渐近正态性得到的,更详细的内容

可见文献[1]。
另一方面,考虑核密度估计的收敛速度。 由于对

于定义域有界的核密度估计存在边界效应( Boundary
 

Correction),具体可见文献[16],所以,本文分两种情况

讨论核密度估计的收敛速度。
当 X=R 时,K(·)在 R 上对称,此时对于任意的

x∈X,有

E fnp(x)[ ] = E 1
nh∑

n

i =1
K

Xi - x
h( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

= E 1
h

K X - x
h( )é

ë
êê

ù

û
úú =

　 1
h ∫

R
K u - x

h( ) f0(u)du = ∫
R

K v( ) f0(x + vh)dv =

　 ∫
R
K v( ) f0(x) + f

 

′0(x)vh[ ] du +

　 ∫
R
K v( ) f

 

″0(x)(vh) 2 / 2 + o h2( )[ ] du =

　 f0(x) +
f

 

″0(x)κ 2

2
h2 + o(h2)

其中, κ l = ∫
R
ulK(u)du ,并且不失一般性地假设 κ0 =1。

E K2 X - x
h( )é

ë
êê

ù

û
úú = ∫

R
K2 u - x

h( ) f0(u)du =

　 h∫
R

K2(v) f0(x + vh)dv = υ 0hf0(x) + o(h2)

其中, υ l = ∫
R

ulK2(u)du 。 所以

Var fnp(x)[ ] = Var
1
nh∑

n

i = 1
K

X i - x
h( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

=

88
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　 1
nh2 Var K X - x

h( )é

ë
êê

ù

û
úú =

　 1
nh2 E K2 X - x

h( )é

ë
êê

ù

û
úú - E2 K X - x

h( )é

ë
êê

ù

û
úú{ } =

　 1
nh2 υ 0hf0(x) + o(h2) - h2E2 fnp(x)[ ]{ } =

　
f0(x)υ 0

nh
+ o 1

nh( )
因此

E LISE( fnp(x))[ ] = E ∫
R

fnp(x) - f0(x)( ) 2dx[ ] =

　 ∫
R

E fnp(x) - f0(x)[ ] 2dx =

　 ∫
R

Var fnp(x)[ ] + E2 fnp(x) - f0(x)[ ] dx =

　 ∫
R

f0(x)υ 0

nh
+

f
 

″0(x)κ 2

2
h2é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

2

{ } dx + o 1
nh

+ h4( ) =

　
υ 0

nh
+

κ 2
2 ∫

R
f

 

″0(x)[ ] dx{ }
4

h4 + o 1
nh

+ h4( )
故当 h = hopt = κ-2 / 5

2 υ1 / 5
0 ∫ R f

 

″0(x)[ ] 2dx{ } -1 / 5n-1 / 5 时,
LISE( fnp(x))= Op(n-4 / 5)。

当 X∈[a,b]时,设 K( ·)在[ -1,1]上对称。 此

时,对于定义域内部的点 x∈[a+h,b-h],fnp(x)的表现

与前面一样。 而对于边界点 x∈[ a,a +h),不失一般

性,令 x = a+rh,r∈[0,1),有

E fnp(x)[ ] = 1
h

E K X - x
h( )é

ë
êê

ù

û
úú =

　 1
h ∫b

a
K u - x

h( ) f0(u)du =

　 ∫1

-r
K v( ) f0(x) + f′0(x)hv[ ] dv +

　 ∫1

-r
K v( ) f″0(x)(hv) 2 / 2 + o(h2)[ ] dv =

　 (1 - κ 0( r)) f0(x) + hκ 1( r) f′0(x) +

　 h2(κ 2 - κ 2( r)) f″0(x) / 2 + o(h2)

其中, κ l( r) =∫1

r
ulK(u)du。

Var fnp(x)[ ] =

　 1
nh2 ∫b

a
K2 u - x

h( ) f0(u)du{ } -
E2[fnp(x)]

n
=

　 1
nh ∫1

-r
K2 v( ) f0(x) + o(1)[ ] du{ } -

　
1 - κ0(r)[ ] f0″(x) + o(h)

n
=

　
υ 0 - υ 0( r)( ) f0(x)

nh
+ o 1

nh( )
其中, υ l( r) =∫1

r
ulK2(u)du 。 此时,由于

E fnp(x) - f0(x)[ ] 2 =
　 Var fnp(x)[ ] + E2 fnp(x) - f0(x)[ ] =

　 κ 0( r)[ ] 2 f
 2

0(x) + O 1
nh

+ h( ) → 0

此时核密度估计不是相合的。 为了保证估计的相合

性,可以考虑对非参估计进行修正: f
~

np( x) = fnp( x) / 1-
κ0( r)。 对于 x∈(b-h,h],令 x = b-rh,r∈[0,1),可以

得到类似的结果:
E fnp(x)[ ] = (1-κ0( r)) f0(x) -hκ1( r) f ′0(x) +
　 h2(κ2 -κ2( r)) f ″0(x) / 2+o(h2)

Var fnp(x)[ ] =
υ0 -υ0( r)( ) f0(x)

nh
+o 1

nh( )
结果显示:对于边界上的核密度估计有一个系数

为 1-κ0( r)的偏差,因此可以对此系数进行修正。 为了

统一整个区间的形式,当 r≥1 时,令 κ0( r)= 0,则在 x∈
[a,b]上的核密度估计修正为

f
~

np(x)=
fnp(x)

1-κ0( r)

此时 f
~

np(x)是相合的,有

E LISE( f
~

np(x))[ ] =∫b

a
E f

~

np(x) - f0(x)[ ] 2dx =

　 ∫b

a

Var f
~

np(x)[ ]

1 - κ 0( r)[ ] 2
+ E2 f

~

np(x) - f0(x)[ ]{ } dx =

　
∫a+h

a
+∫b -h

a+h
+∫b

b -h
{ } Var f

~

np(x)[ ] dx

1 - κ 0( r)[ ] 2
+

　 ∫a+h

a
+∫b -h

a+h
+∫b

b -h
{ } E2 f

~

np(x) - f0(x)[ ] dx =

　
v0 - v0( r)[ ]

nh 1 - κ 0( r)[ ] 2
+

h2κ 2
1( r)C1(h)

1 - κ 0( r)[ ] 2
+

　
h3κ 1( r) κ 2 - κ 2( r)[ ] C2(h)

1 - κ 0( r)[ ] 2
+ o 1

nh
+ h3( )

其中,对于 r≥1,v0( r)= 0,有

C1(h) = ∫a+h

a
+∫b

b -h
{ } f ′0(x)[ ] 2dx

C2(h) = ∫a+h

a
-∫b

b -h
{ } f ′0(x) f ″0(x)dx

根据条件 1,不失一般性地可设 C1 ( h) = O ( h),
 

C2(h)= O(h)。 所以,当 h =hopt∝n-1 / 4 时,LISE( f
~

np(x))=

98
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Op(n-3 / 4)。 又由于

LISEP(0)= LISE( fnp(x)) +λndf -C f0

LISEP(1)= LISE( fp(x)) -C f0

其中, C f0
= ∫

X
[ f0(x)] 2dx 。 所以,当参数模型假设成

立,且正则惩罚参数满足 λn ~ n-1 时, lim
n→∞

Pr { LISEP (1) <

IISEP(0)} = 1,也就是 lim
n→∞

Pr ( ŵ = 1) = 1, LISE ( f^ ( x)) =

LISE( fp(x))= Op(n-1)。
证毕。
定理 2 　 如果条件 1、条件 2 以及条件 4 成立,当

λn = O(δnn-1 / 4),h = hopt 时,若 X = R,hopt ∝n-1 / 5;若 X =
[a,b],hopt∝n-1 / 4;lim

n→∞
Pr( ŵ = 0)= 1,并且此时

LISE( f^(x))=
Op(n-4 / 5) X=R

Op(n-3 / 4) X= [a,b]{
证明　 根据定理 1 的证明过程可知:当 X = R 时,

GISEP(0)= Op(n-4 / 5) +λndf -C f0
;当 X= [a,b],LISEP(0)=

Op(n-3 / 4) + λndf - C f0
。 又根据条件 4 可得 LISEP ( 1) =

LISE( fp(x))≥δn,其中 n3 / 4δn →∞ 。 故当 λn = O(δnn-1 / 4 )
时,lim

n→∞
Pr( ŵ = 0)= 1。

证毕。

4　 数值模拟实验
 

4. 1　 正则参数 λn 以及带宽 h 的选择

在实际应用时,涉及两个参数的选择,即正则参数

λn 以及带宽 h。 正则参数可以按照传统的交叉验证法

结合格点搜索进行选择,但在本文的数值模拟和实例

分析中为了计算简便直接设定 λn = ln
 

n / n。 至于带宽

h,本文采用 Sheather-Jones 方法来选择,见文献[17]。
根据有限的数值例子表明:这样选择的正则参数和带

宽所得到的估计具有不错的表现。
4. 2　 数值实验

为了验证该方法的估计效果,本文用 R 软件设计

了 4 个例子进行比较,包括核密度估计(KDE)、参数估

计(MLE)、Olkin 和 Clifford 的不带惩罚的半参数似然

方法(MLE. sp)以及文章中所提出的带惩罚的半参数

估计方法( MLEP. sp 和 ISEP. sp)。 关于参数估计部

分,为了计算简单,本小节只将正态分布、t-分布以及指

数分布 3 种常见的分布作为备选的参数分布假设,非
参数估计直接调用 R 软件中自带的函数 density()进行

估计,设置参数 bw = “SJ”即可调用 Sheather-Jones 选择

带宽的方法。 此外,为了比较不同密度估计方法的性

能,使用了两种损失函数: 积分平法误差 ( ISE ) 和

Hellinger 距离(HD)来比较估计的效果。

GISE( f(x),f0(x)) = ∫
X

f(x) - f0(x){ } 2dx

GHD( f(x),f0(x)) = ∫
X

f(x) - f0(x){ }
2dx

考虑以下 4 种分布:(1)正态分布 N(0. 5,1);(2)
指数分布 Exp(1);(3)混合正态分布 N(0,1) ∗( δ-2 +
δ2) / 2;(4)韦布尔分布 Weibull(1,1. 5),其中 δa 是在 a
点退化的分布函数,∗表示卷积。 可以看出,前两种分

布在参数模型的假设中,另外两种不属于参数模型假

设,其中分布(3)也同样出现在文献[18]中。 首先,绘
制了这 4 个分布的概率密度函数曲线,如图

 

1 所示。
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0.1
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f 0(
x)

N（0.5，1）
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x

(a)
 

正态分布与混合正态分布

0 2 4 6 8 10

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

f 0(
x)

Exp（0.5）
Weibull（1.5,1)

x

(b)
 

指数分布与韦布尔分布

图 1　 概率密度函数曲线

Fig. 1　 The
 

curves
 

of
 

the
 

probability
 

density
 

function

对于每种分布,考虑样本量 n = 100,n = 200 两种情

形,每种重复计算 500 次,取其均值( GMISE 和 GMHD )和

标准差展现。
对于前两种分布,其结果如表

 

1 和表
 

2 所示。 它

们均满足参数模型假设。 从表中可以看出:由于假设

的成立使得参数估计具有最好的表现,它们的 GMISE 和

GMHD 在所有情况下都是最小的,非参估计的误差较大;
然而,此时不带惩罚的 MLE. sp 选择的权重平均值都较

09
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小,尤其对于正态分布来说,这与理论预期相矛盾;此
时,本文所提出的带惩罚的 MLEP. sp 和 ISEP. sp 的预

测误差虽然不是最小的,但是选择的权重是按照理论

预期的设想靠近 1 的。

表 1　 正态分布的数据结果

Table
 

1　 Results
 

of
 

normal
 

distributed
 

data

Method
GMISE(×10-3) GMHD(×10-3) ŵ GMISE(×10-3) GMHD(×10-3) ŵ

n = 100 n = 200
KDE 7. 106(5. 755) 13. 721(8. 598) - 3. 945(2. 927) 7. 769(3. 948) -

MLE 2. 527(2. 518) 5. 100(4. 975) - 1. 183(1. 117) 2. 397(2. 212) -

MLE. sp 6. 314(5. 750) 12. 158(8. 512) 0. 171(0. 238) 3. 577(2. 926) 7. 026(4. 030) 0. 112(0. 171)

MLEP. sp 2. 533(2. 511) 5. 133(4. 973) 0. 992(0. 031) 1. 183(1. 117) 2. 404(2. 210) 0. 995(0. 021)

ISEP. sp 2. 537(2. 521) 5. 114(4. 975) 0. 999(0. 183) 1. 189(1. 122) 2. 401(2. 212) 0. 999(0. 015)

表 2　 指数分布的数据结果

Table
 

2　 Results
 

of
 

exponential
 

distribution
 

data

Method
GMISE(×10-3) GMHD(×10-3) ŵ GMISE(×10-3) GMHD(×10-3) ŵ

n = 100 n = 200
KDE 54. 116(12. 769) 99. 574(13. 734) - 40. 404(8. 198) 76. 153(8. 464) -

MLE 2. 345(3. 467) 2. 311(3. 316) - 1. 153(1. 649) 1. 140(1. 598) -

MLE. sp 16. 303(16. 691) 36. 272(25. 485) 0. 567(0. 287) 8. 451(1. 149) 22. 111(16. 403) 0. 648(0. 243)

MLEP. sp 2. 365(3. 477) 2. 617(3. 580) 0. 995(0. 018) 1. 163(1. 655) 1. 286(1. 734) 0. 997(0. 011)

ISEP. sp 2. 404(0. 506) 2. 564(3. 659) 0. 995(0. 032) 1. 153(1. 633) 1. 238(1. 806) 0. 998(0. 017)

　 　 对于后面两种分布,其结果如表
 

3 和表
 

4 所示。 它们

来自混合的正态分布和韦布尔分布,不满足参数模型备选

的正态分布、t 分布以及指数分布假设,因此参数估计方法

表现较差,非参方法表现更好。 大多数情况下,半参方法

都倾向于选择更小的权重,这和定理 2 的预想一样。 此

外,当分布服从韦布尔分布时,某段区间内的概率密度函

数与参数模型重合,故增加了权重的半参方法在样本量较

大时的估计效果比非参估计要好。

表 3　 混合正态分布的数据结果

Table
 

3　 Results
 

of
 

mix-normal
 

distribution
 

data

Method
GMISE(×10-3) GMHD(×10-3) ŵ GMISE(×10-3) GMHD(×10-3) ŵ

n = 100 n = 200
KDE 0. 617(0. 345) 1. 812(0. 917) - 0. 350(0. 177) 1. 021(0. 455) -

MLE 3. 741(0. 282) 9. 995(0. 418) - 3. 693
 

0(0. 190) 9. 803(0. 212) -

MLE. sp 0. 617(0. 345) 1. 812(0. 917) 0. 000(0. 000) 0. 350(0. 177) 1. 021(0. 455) 0. 000(0. 000)

MLEP. sp 0. 618(0. 346) 1. 812(0. 917) 0. 000(0. 003) 0. 352(0. 178) 1. 026(0. 460) 0. 003(0. 011)

ISEP. sp 0. 617(0. 366) 1. 840(0. 972) 0. 007(0. 027) 0. 350(0. 177) 1. 021(0. 456) 0. 000(0. 000)

表 4　 韦布尔分布的数据结果

Table
 

4　 Results
 

of
 

Weibull
 

distribution
 

data

Method
GMISE(×10-3) GMHD(×10-3) ŵ GMISE(×10-3) GMHD(×10-3) ŵ

n = 100 n = 200
KDE 3. 992(2. 026) 4. 818(1. 126) - 2. 530(1. 160) 3. 530(0. 702) -

MLE 17. 580(6. 064) 8. 143(1. 559) - 17. 471(5. 380) 7. 774(1. 463) -

MLE. sp 4. 028(2. 112) 4. 669(1. 005) 0. 035(0. 082) 2. 514(1. 147) 3. 451(0. 633) 0. 021(0. 048)

MLEP. sp 5. 977(3. 827) 4. 944(1. 372) 0. 321(0. 218) 2. 828(1. 540) 3. 348(0. 710) 0. 114(0. 126)
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5　 实际案例与结果分析
5. 1　 数据集

这一节将前面提到的 4 个估计方法应用到重庆市

降水数据中。 原始数据集从 https: / / www. ncei. noaa.
gov / 上下载。 该数据集记录了重庆市从 1951 年 1 月 1
日至 2023 年 8 月 3 日约 26

 

509 天的日平均气温、最高

气温、最低气温、降水量、降雪量 5 个指标。 本文主要

研究其降水量的分布。 由于每日降水量中许多值为

零,且按照每天为单位进行考虑样本量太大,所以先将

其转化为每月的降水量,总计约 871 个月的样本,绘制

其时间序列曲线,如图
 

2 所示。
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降

水
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/ft

图 2　 重庆市 1951—2023 年月降水量

Fig. 2　 Monthly
 

precipitation
 

in
 

Chongqing(1951—2023)

首先,对数据进行简单的统计分析,得出它们基本

的统计特征,如表 5 所示。

表 5　 重庆市 1951-01—2023-08 降水量数据统计描述

Table
 

5　 Statistical
 

description
 

of
 

precipitation
 

data
 

in
 

Chongqing
 

from
 

January
 

1951
 

to
 

August
 

2023

ft

最小值 最大值 平均值 1 / 4 分位数 中位数 3 / 4 分位数

0. 030 21. 790 3. 688 1. 160 2. 850 5. 515

5. 2　 数据分析及其结果

为了对其密度函数进行估计,首先绘制其直方图,
如图

 

3 所示。
从图 3 中可以看出:降水量服从具有偏态、厚尾以

及在[0,+∞ )上取值等特征的分布。 因此,关于备选的

参数估计,本节不像第 4 节数值模拟实验中那样考虑

在整个实数域上取值的正态分布和 t 分布,而是考虑只

在非负区间上取值的指数分布、Gamma 分布和韦布尔

分布这 3 种作为参数估计待选的分布,至于非参数估

计,仍然使用核密度估计。

30
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5
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降水量/ft

频
率

图 3　 降水量直方图

Fig. 3　 Histogram
 

of
 

precipitation

通过 R 软件进行计算,在 3 个备选的参数模型中,
参数估计选择 Gamma 分布模型,应用前面介绍的 3 个

半参数加权方法各自估计的权重如表
 

6 所示。

表 6　 半参数估计所得到的权重

Table
 

6　 Weights
 

estimated
 

by
 

the
 

semiparametric
 

estimation

Method MLE. sp MLEP. sp ISEP. sp

ŵ 0. 000 0. 296 0. 743

表 6 可以看出:Olkin 和 Clifford 的不带惩罚的半参

数方法仍然和数值模拟结果一样,选择了一个基本为 0
的权重,即基本上选择了非参数估计;而本文提出的两

个基于不同损失的增加了惩罚的半参数估计都选择了

大一点的权重,其中,基于经验似然损失的半参数估计

所得到的权重约为 0. 296,基于积分平方误差损失的半

参数估计所得到的权重约为 0. 743,远大于经验似然损

失得到的权重。
为了直观地比较各个方法所得到的估计拟合的效

果,本文将各个方法所估计的曲线与直方图放一起,如
图

 

4 所示。
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图 4　 概率密度函数拟合曲线

Fig. 4　 Fitting
 

curve
 

of
 

the
 

probability
 

density
 

function
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从图 4 可以看出:参数估计(蓝色的 Gamma 分布

曲线)比较光滑,和直方图比较一致,也和文献[19-20]
提出的最具有代表性的 Gamma 分布函数的结果一致。
但对于数据拟合来说,核密度估计(绿色实线)拟合得

最好,其形状走势最接近直方图的走势,但是它最不光

滑。 不带惩罚的半参数估计(紫色虚线)基本与核密度

估计重合,而文章所提出的带惩罚的半参估计(粉色和

红色虚线)与非参估计相比更光滑,与参数估计相比拟

合效果更好。 其中,基于积分平方损失的半参数估计

方法所得到的概率密度函数曲线最为光滑,且接近直

方图的走势。

6　 结　 论
 

数值实验结果显示:所提出的半参数方法结合了参

数和非参方法的优点,使得概率密度函数估计在参数模

型假设成立时收敛速度与参数估计一致,比非参数核密

度估计有效,同时在参数模型假设不成立时仍然收敛,速
度与非参数核密度估计一致。 进一步扩展应用该方法,
可以考虑从以下方面进行优化:

参数估计部分只考虑了正态分布、t 分布和指数分

布等 3 个分布,对于不同的数据存在不同的分布,比如

在第 5 节应用该方法到降水数据时,结合降水数据分

布的特点,考虑了 Gamma 分布;工程数据中如果经常出

现韦布尔分布,可以考虑在参数模型假设中加入此

分布。
非参估计部分只考虑了核密度估计,可以考虑应

用其他改进的非参估计方法,比如文献[21]的局部参

数化核密度估计、文献[22]的局部似然估计方法、文献

[23-24]的自适应核密度估计方法等。
文章中的权重是一个取值为 0 到 1 之间的常数。

然而,实际中所要估计的概率密度函数可能会出现某

一段或者某些段与参数分布重合的情况。 因此,可以

考虑寻找一个可变的权重来进一步改进估计效果。
文章只考虑了一元连续性随机变量的密度函数估

计问题,实际中多元连续型甚至多元混合型随机变量

并不少见。 近年来,关于核密度估计应用到此类复杂

数据中的方法已有不少,例如文献[25]考虑了连续与

离散混合的多元核密度估计,后续可以考虑将这些方

法应用到非参数估计部分,从而使本文的半参数方法

扩展到多元复杂的数据中。
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