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摘　 要:目前许多力学问题,如计算物理、地质学、结构设计、分子光谱学、电学、参数识别、自动控制、商务智能、线性

系统理论、大数据分析与动态分析等领域,都要依赖于矩阵方程。 研究了矩阵方程 AX = B 的求解问题,给出了矩

阵方程 AX = B 有解的新判别条件及其通解表达式,推广了矩阵方程 AX = B 的判解条件和通解形式;例题表明简化

了矩阵方程 AX = B 的求解过程,同时也简化了向量组的线性表示式和基到基的过渡矩阵计算,这对于充实矩阵方

程的求解理论和简化计算均是有益的。
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Abstract 
 

Matrix
 

equations
 

are
 

crucial
 

in
 

solving
 

many
 

problems
 

in
 

various
 

fields
 

such
 

as
 

mechanics 
 

computational
 

physics 
 

geology 
 

structural
 

design 
 

molecular
 

spectroscopy 
 

electrical
 

engineering 
 

parameter
 

identification 
 

automatic
 

control 
 

business
 

intelligence 
 

linear
 

system
 

theory 
 

big
 

data
 

analysis 
 

and
 

dynamic
 

analysis.
 

This
 

study
 

investigates
 

the
 

solution
 

of
 

the
 

matrix
 

equation
 

AX = B 
 

providing
 

new
 

criteria
 

for
 

the
 

existence
 

of
 

solutions
 

and
 

their
 

general
 

expressions.
 

It
 

extends
 

the
 

conditions
 

for
 

solvability
 

and
 

the
 

general
 

forms
 

of
 

the
 

solutions
 

of
 

the
 

matrix
 

equation
 

AX = B.
 

Examples
 

demonstrate
 

that
 

this
 

approach
 

simplifies
 

the
 

solution
 

process
 

of
 

the
 

matrix
 

equation
 

AX = B 
 

as
 

well
 

as
 

the
 

calculation
 

of
 

linear
 

representations
 

of
 

vector
 

sets
 

and
 

the
 

transition
 

matrix
 

between
 

bases.
 

This
 

contributes
 

to
 

enriching
 

the
 

solution
 

theory
 

of
 

matrix
 

equations
 

and
 

simplifying
 

computations.
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1　 引　 言
计算物理、地质学、结构设计、分子光谱学、电学、

参数识别、自动控制、商务智能、线性系统理论、大数据

分析与动态分析等领域的很多不同类型的问题激发了

矩阵方程理论的快速发展,使矩阵方程问题成为计算

数学领域的热门研究课题之一
 

。 同时显示,对矩阵方

程问题的研究,无论在理论上还是在应用上都具有广

阔的应用前景[1-20] 。
文献[1]研究了矩阵方程 X±A∗X-qA =

 

Q 的有解条

件;文献[2]研究了矩阵方程 Xs +A∗X-tA =Q,文献[1]的
部分结果被推广;文献[3-6]研究了 Hermite 正定矩阵方

程的求解问题;文献[7-9]
 

研究了二次 Hermite 矩阵方

程的有解条件;文献[10]研究了四元数体上矩阵方程

AXA∗ =B,CXC∗ =D 的非负定解;文献[11]研究了 D 对
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称非负定矩阵反问题的解;文献[12]研究了矩阵方程

X-A∗X-αA-B∗X-βB =I 的正定解;文献[13-15]
 

研究了

一类特殊矩阵方程的求解问题;文献[16-17]
 

研究了

Sylveste 矩阵方程的求解问题;文献[18]研究了 QBD 矩

阵方程;文献[19]研究了矩阵广义逆与方程的解;文献

[20]
 

研究了矩阵方程 AX
 

=
 

B 的谱范数约束解。 通过

上述研究,获得了大量的研究成果,丰富了矩阵方程

理论。
本文在此基础上对矩阵方程 AX = B 做进一步的深

入探讨,获得了一些新的结果,导出了矩阵方程 AX = B
有解的新判别条件及其通解表达式,推广了矩阵方程

AX =B 的判解条件和通解形式,并由此简化了向量组的

线性表示式和基到基过渡矩阵的计算方法。 这对矩阵理

论及其在结构模型修正、人工智能、振动设计、大数据分

析等领域的应用研究,无疑都是很有价值的。

2　 主要结果
定理 1　 已知矩阵方程 AX = B,其中 A 为 m×n 矩

阵,B 为 m×p 矩阵,若

A,B( )
初等行变换

→
Ir A1 B1

O O B2
( )

其中,Ir 为 r 阶单位矩阵,A1 为 r×(n-r)矩阵,B1 为 r×p
矩阵,B2 为(m-r) ×p 矩阵,则矩阵方程 AX = B 有解的

充要条件是B2 = 0。 在有解时,其通解为

X1

X2
( ) =

B1 -A1K

　 K( )
其中,K 为任意(n-r) ×p 矩阵。 特别,若 r = m = n,则矩

阵方程 AX = B 的通解为 X = B1。
证明　 因为矩阵的初等行变换不改变矩阵方程

AX = B 的同解性,又 A,B( )
初等行变换

→
Ir A1 B1

O O B2
( ) ,

所以,矩阵方程 AX = B 与矩阵方程
Ir A1

O O( )
X1

X2
( ) =

B1

B2
( ) 同 解。 因 此, 若 B2 = 0, 则 矩 阵 方 程

Ir A1

O O( )
X1

X2
( ) =

B1

B2
( ) 有解,因而矩阵方程 AX = B 有解。

反之, 若 矩 阵 方 程 AX = B 有 解, 则 矩 阵 方 程

Ir A1

O O( )
X1

X2
( ) =

B1

B2
( ) 有解,因而B2 = 0。 故矩阵方程

AX = B 有解的充要条件是B2 = 0。 在矩阵方程 AX = B

有解时,矩阵方程
Ir A1

O O( )
X1

X2
( ) =

B1

B2
( ) 有解,因而矩阵

方程 Ir A1( )
X1

X2
( ) = B1 有解,故其通解为

X1

X2
( ) =

B1 -A1K

　 K( )
其中,K 为任意(n-r) ×p 矩阵。

特别地,若 r = m = n,则 A 为可逆矩阵,矩阵方程

AX = B 的通解为 X = A-1B = B1。
因此,该定理推广了矩阵方程 AX = B 的判解条件

和通解形式。
例 1　 设

A =
1 2 3
2 5 6

-1 1 -3
( ) 　 B =

4 -1
7 3

-7 16
( )

求矩阵方程 AX = B 的解。
解　 A,B( ) =

　
1 2 3 4 -1
2 5 6 7 3
-1 1 -3 -7 16

( ) →
1 2 3 4 -1
0 1 0 -1 5
0 3 0 -3 15

( ) →

　
1 0 3 6 -11
0 1 0 -1 5
0 0 0 0 0

( ) =
I2 A1 B1

O O O( )
由定理 1 知 B2 = O,所以,矩阵方程 AX = B 有解,

且其通解为

X =
X1

X2
( ) =

B1 -A1K

　 K( )
又 K = k1 k2( ) ,

B1 -A1K =
6 -11

-1 5( ) -
3
0( ) k1 k2( ) =

　
6 -11

-1 5( ) -
3k1 3k2

0 0( ) =
6-3k1 -11-3k2

-1 5( )
因此

X =
X1

X2
( ) =

B1 -A1K

　 K( ) =
6-3k1 -11-3k2

-1 5
k1 k2

( )
其中,k1、k2 为任意常数。

例 2　 (2018 年考研试题)已知 a 是常数,且矩阵

A =
1 2 a
1 3 0
2 7 -a

( )
可经初等列变换化为矩阵

B =
1 a 2
0 1 1

-1 1 1
( )

221
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(1)
 

求 a;
(2)

 

求满足 AP = B 的可逆矩阵 P。
解　 (1)

 

矩阵 A 与 B 等价⇔r(A)= r(B),由

A =
1 2 a
1 3 0
2 7 -a

=
1 2 a
1 3 0
3 9 0

= 0, ∀a, 恒 有

r(A)= 2,又 B 中有 2 阶子式
0 1

-1 1
≠ 0 且 B =

1 a 2
0 1 1

-1 1 1
= 2-a,所以 r(B)= 2⇔ B = 0⇔a = 2。

(2)
 

满足 AP = B 的可逆矩阵 P 就是矩阵方程

AX = B 的可逆解 X,又
A,B( ) =

　
1 2 2 1 2 2
1 3 0 0 1 1
2 7 -2 -1 1 1

( ) →
1 2 2 1 2 2
0 1 -2 -1 -1 -1
0 3 -6 -3 -3 -3

( ) →

　
1 0 6 3 4 4
0 1 -2 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0

( ) =
I2 A1 B1

O O O( )
由定理 1 知 B2 = O,所以,矩阵方程 AX = B 有解,

且其通解为

P = X =
X1

X2
( ) =

B1 -A1K

　 K( )
又 K = k1 k2 k3( ) ,

B1 -A1K =
3 4 4

-1 -1 -1( ) -
6

-2( ) k1 k2 k3( ) =

　
3 4 4

-1 -1 -1( ) -
6k1 6k2 6k3

-2k1 -2k2 -2k3
( ) =

　
3-6k1 4-6k2 4-6k3

-1+2k1 -1+2k2 -1+2k3
( )

P =

3-6k1 4-6k2 4-6k3

-1+2k1 -1+2k2 -1+2k3

k1 k2 k3

=

　
3 4 4

-1 -1 -1
k1 k2 k3

=
-1 4 0
0 -1 0

k1 -k2 k2 k3 -k2

=

　 k3 -k2≠0

故 P = X =
X1

X2
( ) =

B1 -A1K

K( ) =

　

3-6k1 4-6k2 4-6k3

-1+2k1 -1+2k2 -1+2k3

k1 k2 k3

( )
其中,k1、k2、k3 为任意常数且 k2≠k3。

另解　 (2)
 

用矩阵的初等列变换化矩阵

A
I( ) =

1 2 2
1 3 0
2 7 -2
1 0 0
0 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

c2 -2c1→

1 0 2
1 1 0
2 3 -2
1 -2 0
0 1 0
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

c1 -c2
c3 +c2

→

　

1 0 2
0 1 1

-1 3 1
3 -2 -2

-1 1 1
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

c2 +2c1→

1 2 2
0 1 1

-1 1 1
3 4 -2

-1 -1 1
0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

=
B
P( )

所以,存在可逆矩阵 P =
3 4 -2

-1 -1 1
0 0 1

( ) ,使 AP = B。

例 3　 设

A =
1 2 3
2 5 6

-1 1 -3
( ) 　 B =

4 -1
7 3
2 8

( )
解矩阵方程 AX = B。

解　 A,B( ) =

　
1 2 3 4 -1
2 5 6 7 3

-1 1 -3 2 8
( ) →

1 2 3 4 -1
0 1 0 -1 5
0 3 0 6 7

( ) →

　
1 0 3 6 -11
0 1 0 -1 5
0 0 0 9 -8

( ) =
I2 A1 B1

O O B2
( )

由定理 1 知 B2 = 9-8( ) ≠O,所以,矩阵方程 AX =
B 无解。

3　 实例应用与分析

3. 1　 在求向量组线性表示式中的应用

例 4　 判断向量组 β1 = (1,2,4) T,β2 = (2,1,5) T,

β3 = (2,2,6) T 能否由向量组 α1 = ( 1, 0, 2 ) T, α2 =

(1,1,3) T,α3 = (1,-1,1) T 线性表示,若能,试求出线性

表示式。
解　 令 A = ( α1,α2,α3 ),B = ( β1,β2,β3 ),向量组

321



重庆工商大学学报(自然科学版) 第 41 卷

投稿地址 http: / / journal. ctbu. edu. cn / zr / ch / index. aspx

β1、β2、β3 能否由向量组 α1、α2、α3 线性表示等价于矩

阵方程 AX = B 是否有解。 由于

A,B( ) =

　
1 1 1 1 2 2
0 1 -1 2 1 2
2 3 1 4 5 6

( ) →
1 1 1 1 2 2
0 1 -1 2 1 2
0 1 -1 2 1 2

( ) →

　
1 0 2 -1 1 0
0 1 -1 2 1 2
0 0 0 0 0 0

( ) =
I2 A1 B1

O O O( )
由定理 1 知B2 = O,所以矩阵方程 AX = B 有解,且

其通解为 X =
X1

X2
( ) =

B1 -A1K

K( ) 。

又 K = k1 k2 k3( ) ,

B1 -A1K =
-1 1 0
2 1 2( ) -

2
-1( ) k1 k2 k3( ) =

　
-1 1 0
2 1 2( ) -

2k1 2k2 2k3

-k1 -k2 -k3
( ) =

　
-1-2k1 1-2k2 -2k3

2+k1 1+k2 2+k3
( )

故 X =
X1

X2
( ) =

B1 -A1K

K( ) =

-1-2k1 1-2k2 -2k3

2+k1 1+k2 2+k3

k1 k2 k3

( ) , 其

中,k1、k2、k3 为任意常数。 因此,向量组 β1、β2、β3 能由

向量组 α1、α2、α3 线性表示,其线性表示式为

β1 = ( -1-2k1)α1 +(2+k1)α2 +k1α3

β2 = (1-2k2)α1 +(1+k2)α2 +k2α3

β3 = -2k3α1 +(2+k3)α2 +k3α3

ì

î

í

ï
ï

ïï

其中,k1、k2、k3 为任意常数。
3. 2　 在求基到基的过渡矩阵中的应用

例 5　 在向量空间R3 中,求由基 α1 = (1,0,2) T,
α2 = (1,1,3) T, α3 = (1,-1,2) T 到基 β1 = ( 1, 2, 3) T,
β2 = (2,1,6) T,β3 = (2,1,4) T 的过渡矩阵

 

。
解　 令 A = ( α1,α2,α3 ),B = ( β1,β2,β3 ),则求基

α1、α2、α3 到基 β1、β2、β3 的过渡矩阵等价于求矩阵方

程 AX = B 的解。 由于

A,B( ) =
1 1 1 1 2 2
0 1 -1 2 1 1
2 3 2 3 6 4

( ) →
1 1 1 1 2 2
0 1 -1 2 1 1
0 1 0 1 2 0

( ) →

　
1 0 2 -1 1 1
0 1 -1 2 1 1
0 0 1 -1 1 -1

( ) →
1 0 0 1 -1 3
0 1 0 1 2 0
0 0 1 -1 1 -1

( ) =

　 I3 B1( )

由定 理 1 矩 阵 方 程 AX = B 有 解 X = B1 =
1 -1 3
1 2 0

-1 1 -1
( ) ,即( α1,α2,α3 )

1 -1 3
1 2 0

-1 1 -1
( ) = ( β1,

β2,β3)。
所以,由基 α1、α2、α3 到基 β1、β2、β3 的过渡矩阵为

P = B1 =
1 -1 3
1 2 0

-1 1 -1
( )

4　 结束语
给出了矩阵方程 AX = B 有解的新的判别条件及其

通解表达式、推广了矩阵方程 AX = B 的判解条件和通

解形式。 大大简化了矩阵方程 AX = B 的求解过程,同
时也大大简化了向量组的线性表示式和基到基过渡矩

阵的计算。 这对于充实矩阵方程的求解理论和简化计

算具有重要意义。 该文方法在其他领域的应用还待进

一步探索。
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