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摘　 要:目的 压电材料由于其优越的力电性能在 MEMS / NEMS 得到广泛应用。 针对目前对压电纳米结构力电响应

计算忽视了微 / 纳米尺度下压电材料的挠曲电效应以及剪切效应问题,提出了囊括挠曲电效应和压电效应的功能

梯度压电(Functionally
 

Graded
 

Piezoelectric,FGP)纳米梁数学模型。 纳米梁由压电层和功能梯度层组成,其中功能

梯度层材料遵循幂律指数分布。 方法 首先,基于 Reddy 三阶剪切变形理论、非局部应变梯度理论(NGST)和哈密顿

原理,并考虑了 Von
 

Kármán 几何非线性,获得了梯度梁的非线性力电耦合控制方程及相应的边界条件;然后结合

Runge-Kutta 方法和 Galerkin 方法得到了简支梁的线性和非线性固有频率以及均方根(RMS)输出电压。 结果 提出

的模型与已有文献结果对比十分吻合。 此外,数值结果表明挠曲电常数、压电常数、应变梯度尺度参数、非局部参

数、幂律指数和几何尺寸对非线性固有频率和均方根电压有影响。 结论 相较于 Euler 梁理论和 Timoshenko 梁理

论,采用 Reddy 三阶剪切变形理论得到的梯度梁在相同质量下具有更高的 RMS 电压,同时会降低非线性固有

频率。
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Abstract 
 

Objective Piezoelectric
 

materials
 

are
 

widely
 

used
 

in
 

MEMS / NEMS
 

due
 

to
 

their
 

excellent
 

electromechanical
 

properties.
 

A
 

mathematical
 

model
 

of
 

functionally
 

graded
 

piezoelectric
 

 FGP  
 

nanobeams
 

including
 

the
 

flexoelectric
 

effect
 

and
 

the
 

piezoelectric
 

effect
 

was
 

proposed
 

to
 

solve
 

the
 

problem
 

that
 

the
 

flexoelectric
 

effect
 

and
 

shear
 

effect
 

of
 

piezoelectric
 

materials
 

at
 

the
 

microscale / nanoscale
 

are
 

neglected
 

in
 

the
 

current
 

calculation
 

of
 

the
 

electromechanical
 

response
 

of
 

piezoelectric
 

nanostructures.
 

The
 

nanobeam
 

consists
 

of
 

a
 

piezoelectric
 

layer
 

and
 

a
 

functionally
 

graded
 

layer 
 

while
 

the
 

materials
 

of
 

the
 

functionally
 

graded
 

layer
 

follow
 

the
 

power-law
 

exponential
 

distribution.
 

Methods Firstly 
 

based
 

on
 

Reddy s
 

third-order
 

shear
 

deformation
 

theory 
 

nonlocal
 

strain
 

gradient
 

theory
 

 NSGT   
 

Hamilton s
 

principle 
 

and
 

Von
 

Kármán
 

geometric
 

nonlinearity 
 

the
 

nonlinear
 

electromechanical
 

coupling
 

governing
 

equations
 

and
 

corresponding
 

boundary
 

conditions
 

of
 

the
 

gradient
 

beam
 

were
 

obtained.
 

Then 
 

the
 

linear
 

frequency 
 

nonlinear
 

natural
 

frequency 
 

and
 

the
 

root
 

mean
 

square
 

 RMS 
 

output
 

voltage
 

of
 

the
 

simply
 

supported
 

beam
 

were
 

obtained
 

by
 

combining
 

the
 

Runge-Kutta
 

method
 

and
 

the
 

Galerkin
 

method.
 

Results The
 

presented
 

model
 

in
 

this
 

study
 

was
 

verified
 

by
 

existing
 

literature
 

results.
 

In
 

addition 
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the
 

numerical
 

results
 

showed
 

that
 

flexoelectric
 

constants 
 

piezoelectric
 

constants 
 

strain
 

gradient
 

parameters 
 

nonlocal
 

parameters 
 

power-law
 

index 
 

and
 

geometric
 

dimensions
 

have
 

an
 

impact
 

on
 

the
 

nonlinear
 

natural
 

frequency
 

and
 

RMS
 

voltage.
 

Conclusion Compared
 

with
 

the
 

Euler
 

beam
 

theory
 

and
 

Timoshenko
 

beam
 

theory 
 

the
 

gradient
 

beam
 

with
 

the
 

same
 

mass
 

has
 

higher
 

RMS
 

voltage
 

and
 

lower
 

nonlinear
 

natural
 

frequency
 

when
 

using
 

Reddy  s
 

third-order
 

shear
 

deformation
 

theory.
Keywords nonlinear

 

vibration 
 

Reddy  s
 

third-order
 

shear
 

deformation
 

theory 
 

functional
 

gradient 
 

piezoelectricity 
 

flexoelectricity

1　 引　 言
功能梯度材料是一种新型复合材料,其成分和微

观结构沿空间方向不断变化,导致材料性能的连续变

化。 由于其优异的热性能和机械性能,它在航空航天、
生物医学、能源、汽车等领域具有广泛的应用[1-

 

2] 。 功

能梯度材料经常用于解决层间应力分量跳跃、界面脱

粘和基体开裂等问题,这是因为它们能够提供结构中

连续梯度变化的应力分布。 随着纳米功能梯度材料的

制备成功并得到广泛研究,人们发现,尺寸效应对小尺

寸的功能梯度材料的性能有很大影响[3-
 

4] 。
压电材料作为智能材料之一,具有优越的机电性

能和广阔的发展前景。 由于压电材料的压电效应,它
们通常用于能量收集器、传感器、执行器等[5-

 

6] 。 另一

方面,由于器件小型化的发展,压电微 / 纳米结构越来

越受到关注[6-7] 。 压电器件通常制成层压结构,由于接

触界面缺乏粘附性,它们容易在界面处开裂。 为了解

决这个问题,功能梯度材料的概念已经扩展到压电材

料,这种新材料被称为 FGP 材料。 FGP 材料可以避免

层状压电材料中遇到的界面脱粘和应力集中问题[8-9] 。
挠曲电本质上是一种类似于压电的机电耦合效

应。 近年来,纳米压电材料的挠曲电效应越来越受到

关注。 和压电又有所不同,挠曲电不仅存在于压电材

料中,理论上存在于所有电介质中[10] 。 与纳米材料的

压电效应相比,挠曲电效应在微 / 纳米结构中更容易产

生电极化,不可忽略。 因此,本研究在分析 FGP 纳米梁

的振动行为时将考虑挠曲电效应带来的影响。
当结构尺寸降低至纳米量级时,小尺寸效应不容

忽视。 研究人员发现,非局部理论只能解释纳米结构

的刚度软化现象,而应变梯度理论只能解释纳米结构

的刚度强化效应。 为了将考虑尺度效应的理论进一步

推广,Lim 等[11]同时考虑非局部效应和应变梯度效应,
形成了非局部应变梯度理论( NSGT),该理论能同时解

释纳 米 结 构 的 刚 度 软 化 和 硬 化 现 象。 Barati 和

Shahverdi[12]基于 NGST 对多孔功能梯度纳米板在均匀

动载荷作用下的强迫振动进行了分析,结果表明非局

部参数和应变梯度参数等对纳米板的强迫振动特性有

显著影响。 Anh 和 Hieu[13]使用 NSGT 研究了功能梯度

纳米梁的非线性随机振动,结果表明纳米梁的响应均

方值随着幂律指数和非局部参数的增加而增加。
线性梁、板理论在预测结构几何大变形时存在较

大误差,研究人员在分析压电纳米结构的振动问题时

引入了非线性理论。 比如,Luo 等[14] 使用 Timoshenko
梁模型研究压电夹层纳米梁在 Winkler 地基上的非线

性振动时考虑了 Von
 

Kármán 应变的几何非线性。 Tao
等[15]采用 Von

 

Kármán 几何非线性来解释纳米板中平

面的拉伸效应。 与线性理论相比,非线性理论在预测

结构几何大变形时更加精准,同时非线性也能增强结

构的力电响应。 但是,这些研究忽视了结构振动时剪

切变形带来的影响。 因此,为了弥补这些研究的不足,
本研究在对 FGP 纳米梁结构振动进行分析时引入了

Reddy 三阶剪切变形理论。 该理论包含剪切变形,且不

需要引入附加剪切修正因子。 研究人员基于 Reddy 三

阶剪切变形理论做了大量研究。 例如,Vuong 等[16] 利

用 Reddy 三阶剪切变形理论建立了控制方程,分析了

Pasternak 型弹性基础上简支功能梯度环形壳段的非线

性振动和动力响应;Reddy 等[17] 基于三阶剪切变形理

论的考虑,研究了功能梯度板中的非线性修正耦合应

力;Hong[18]研究了三阶剪切变形理论和可变剪切修正

系数对热环境下功能梯度材料圆柱壳的全均质方程振

动频率的影响。 然而,这些研究忽略了挠曲电效应。
本文创新之处在于克服了采用经典连续力学理论

对微纳米功能梯度材料无法精确建模的弊端,而采用

Reddy 三阶剪切变形理论和 NGST 对位移场阶数较高

且高度非线性的力电耦合问题更为准确。 并且综合分

析了材料梯度、Von
 

Kármán 型几何非线性和高阶剪切

效应下对具有挠曲电性的 FGP 纳米梁的力电特性的耦

合影响。 同时,为了突出 Reddy 三阶剪切变形理论在

处理该问题的优越性,将所得结果分别与 Euler 梁理论

和 Timoshenko 梁理论下的结果进行对比分析。

2　 材料和数学建模
2. 1　 FGP 纳米梁

图 1 为 FGP 纳米梁示意图。 梁的上层由压电材料

组成,并与负载电阻相连,下层由功能梯度材料组成。 假

设梁的上层和下层完全粘合,中间无滑移。 梁的长、宽、

73
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总厚度分别为 L,b 和 h。 笛卡尔坐标 xOz 的原点在梁中

平面上的左端。 压电层的厚度为 hp,功能梯度层的厚度

为 hb =h-hp,梯度梁顶层和底层到轴距离均为 h / 2。

图 1　 FGP 纳米梁示意图

Fig. 1　 Schematic
 

diagram
 

of
 

FGP
 

nanobeam
假设功能梯度层的材料特性按幂律指数变化,则

弹性常数 Cij,质量密度 ρij 可以表示为[19]

Cij z( ) = C top -Cbottom( )
z+h / 2
hp

( )
p

+Cbottom,

　 - h
2

≤z≤ h
2

-hp( )
Cij z( ) =Cp,

h
2
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h
2
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ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(1)

ρij z( ) = ρtop -ρbottom( )
z+h / 2
hp

( )
p

+ρbottom,

　 - h
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≤z≤ h
2

-hp( )
ρij z( ) = ρp,

h
2

-hp<z≤
h
2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(2)

式(1)—式(2)中,p 是表示材料性能变化程度的幂律指

数。 Ctop 和 Cbottom 分别是功能梯度层顶部和底部的弹性

常数;ρtop 和 ρbottom 分别是功能梯度层顶部和底部的质量

密度;Cp 和 ρp 分别是压电层的弹性常数和质量密度。
2. 2　 位移场

假设 u 和 w 是梁分别沿 x 轴和沿 z 轴的位移,Ψx

是法线绕 y 轴的中平面转动。 根据 Reddy 理论,梁位移

分量可以表示为

u
-

=u+zΨx-χ
4z3

3h2 Ψx+
∂w
∂x( ) (3)

w
-

=w x,t( ) (4)
式(3)和式(4)中,t 代表时间。 在式(3)中,χ 是一个特

征参数,如果 χ= 1,式(3)、式(4)则可以简化为一阶剪

切变形梁理论的情况。
2. 3　 应变场

梁的应变场可以表示为

　 　 　 　
εxx =ε0

1 +z κ0
1 +zκ1

1 +z2κ2
1( )

εxz =ε0
5 +zκ1

5 +z2κ2
5

(5)

式(5)中:

ε0
1 = ∂u

∂x
+ 1

2
∂w
∂x( )

2

,ε0
5 =Ψx+

∂w
∂x

,κ0
1 =

∂Ψx

∂x

κ1
1 = 0,κ2

1 = -χ 4
3h2

∂Ψx

∂x
+∂2w

∂x2( )
κ1

5 = 0,κ2
5 = -χ 4

h2 Ψx+
∂w
∂x( )

2. 4　 应力和内力

根据压电和挠曲电的对称性,包含压电效应和挠

曲电效应的经典方程为

σxx =C11εxx-e311Ez (6)
σxz =C55εxz (7)

σxzx = -μ3131Ez (8)
σxxz = -μ3113Ez (9)

Dz =a33Ez+e311εxx+μ3113εxx,z+μ3131εxz,x (10)
式(6)—式(10)中,σxx 和 σxz 分别为弹性法向应力和

弹性剪切应力;σxzx 和 σxxz 表示由挠曲电效应引起的弯

矩应力;Dz 为电场位移;μ3131 和 μ3113 为挠曲电常数;a33

和 e311 分别为介电常数和压电常数;εxx,z 和 εxz,x 为应变

梯度;Ez 为沿 z 方向的电场位移,可定义为

Ez = -∂φ
∂z

(11)

式(11)中,φ 为电势场。 在计算过程中忽略了沿 x 和 y
方向的电场。

根据 NGST,应力场 tij 不仅和非局部弹性应力场有

关,也和应变梯度应力场有关,即:
tij =σij-∇σ(1)

ij

则纳米梁的本构方程可以表示为

1- e0a( ) 2∇2[ ] txx =C11 1-l2∇2( ) εxx-e311Ez (12)
1- e0a( ) 2∇2[ ] txz =C55 1-l2∇2( ) εxz (13)
1- e0a( ) 2∇2[ ] σxzx = -μ3131Ez (14)
1- e0a( ) 2∇2[ ] σxxz = -μ3113Ez (15)
1- e0a( ) 2∇2[ ] Dz =a33Ez+e311εxx+μ3113εxx,z+μ3131εxz,x

(16)
式(12)—式(16)中,e0a 为非局部参数,l 为特征尺度参

数。 根据高斯定理,有:
Di,i = 0 (17)

结合式(17)和式(16),可以得到:
Dz,z =a33Ez,z+e311εxx,z+μ3113εxx,zz+μ3131εxz,xz (18)
假设电势在 z=h / 2 处为 V0,在 z=h / 2-hp 处为零。 结

合电边界条件及式(18)和式(11),可求得电场 Ez 和电势

φz。 则非局部应力和非局部电势可以进一步写成:
1- e0a( ) 2∇2[ ] txx =C11 1-l2∇2( ) εxx-e311Ez0 +

　
e311e311

a33
zκ0

1 +z3κ2
1( ) +

e311μ3113

a33
3z2κ2

1 +
e311μ3131

a33
z2 ∂κ2

5

∂x
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1- e0a( ) 2∇2[ ] txz =C55 1-l2∇2( ) εxz

1- e0a( ) 2∇2[ ] σxxz =
μ3113e311

a33
zκ0

1 +z3κ2
1( ) -μ3113Ez0 +

　
μ3113μ3113

a33
3z2κ2

1 +
μ3113μ3131

a33
z2 ∂κ2

5

∂x

1- e0a( ) 2∇2[ ] σxzx =
μ3131e311

a33
zκ0

1 +z3κ2
1( ) -μ3131Ez0 +

　
μ3131μ3113

a33
3z2κ2

1 +
μ3131μ3131

a33
z2 ∂κ2

5

∂x

1- e0a( ) 2∇2[ ] Dz = e311ε0
1 +μ3113κ0

1 +μ3131

∂ε0
5

∂x
+a33Ez0

 

2. 5　 控制方程
电焓能量密度函数表示为

H=- 1
2
aklEkEl+

1
2
cijklεijεkl-ekijEkεij-μijklEiεjk,l (19)

其变分可由 δH= tijδεij+σijlδεij,l-DiδEi 进行计算。
梁的动能密度为

T = 1
2 ∭

V
ρ z( ) u

-·2 +w
-·2( ) dV (20)

根据虚功原理,外力做功变分为

δV = -∫L

0
q(x)δwdx (21)

根据哈密尔顿原理,有:

∫t2

t1
δ∭

V
HdV + δV + δT( ) dt = 0 (22)

将式(19)—式(21)代入式(22)并计算,可以得到

梁的控制方程,即:

δu: 1- e0a( ) 2∇2[ ]
∂N

-

∂x
=

　 1- e0a( ) 2∇2[ ] I0 ü+I
-

1Ψ
¨
x+I

-

11
∂ẅ
∂x( ) (23)

δw: 1- e0a( ) 2∇2[ ]

∂
∂x

N
- ∂w

∂x( ) + ∂
∂x

Q
-

+χ -4R-

h2( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú +

∂2

∂x2
-Q^ +χ 4

h2

P
3

+R( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú +q(x)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

　 = 1- e0a( ) 2∇2[ ]

I0ẅ+I
-

21
∂ü
∂x

+

I22

∂Ψ
¨
x

∂x
+I

-

23
∂2ẅ
∂x2

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

(24)

δΨx: 1- e0a( ) 2∇2[ ]
∂
∂x

M+Q^ -χ 4
h2

P
3

+R( )é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú -

　 1- e0a( ) 2∇2[ ] Q- -χ 4R
-

h2( ) =

　 1- e0a( ) 2∇2[ ] I
-

31 ü+I
-

3Ψ
¨
x+I

-

32
∂ẅ
∂x( ) (25)

　 　 δV0:N
~ δV0

hp
= 0 (26)

同时可以得到相应的边界条件为

　 　 N
-

δu( ) L
0 = 0 (27)

　 　 M+Q^ -4Pχ
3h2 -4Rχ

h2( ) δΨx( ) L
0 = 0 (28)

　 　 - ∂
∂x

Q^ -4Pχ
3h2 -4Rχ

h2( ) + Q^ -4R
- χ
h2 +N

- ∂w
∂x( ){ } δw( ) L

0 =0

(29)

　 　 Q^ -4Pχ
3h2 -4Rχ

h2( ) δ ∂w
∂x( )

L

0
= 0 (30)

式(23)—式(30)中:

　 　 M=M
-

+N
^ -

e311

a33hp
Ip1N

~ +
e311

a33
M
~

　 　 S=
μ3131

a33
M
~

-
μ3

 

131

a33hp
Ip1N

~
+S

^

　 　 G=G- +
e311

a33
G
~

-
e311

a33hp
Ip2N

~
-

2μ3
 

113

a33hp
Ip1N

~
+

2μ3
 

113

a33
M
~

+2M
^

　 　 P=P- +
e311

a33
P
~

-
e311

a33hp
Ip3N

~
+

3μ3
 

113

a33
G
~

-
3μ3

 

113

a33hp
Ip2N

~
+3G

^

　 　 R=
μ3

 

131

a33
G
~

-
μ3

 

131

a33hp
Ip2N

~
+R

^

Ipi = ∫
h
2

h
2 -hp

1,z,z2,z3,z4,z5,z6( ) dz,i = 1,2,…,6

N
-

,M
-

,G
-
,P

-
( ) =∫

h
2

- h
2

txx 1,z,z2,z3( ) dz

N
~

,M
~

,G
~
,P

~
( ) =∫

h
2

h
2 -hp

Dz 1,z,z2,z3( ) dz

Q
-

,S
-
,R

-
( ) =∫

h
2

- h
2

txz 1,z,z2( ) dz

N
^
,M

^
,G

^
( ) =∫

h
2

h
2 -hp

σ xxz 1,z,z2( ) dz

Q^ ,S
^
,R

^
( ) =∫

h
2

- h
2

σ xzx 1,z,z2( ) dz

Ii = ∫h / 2

-h / 2
1,z,z2,z3,z4,z5,z6( ) ρ( z)dz,i = 1,2,…,6

I
-

1 = I1 -χ
4I3

3h2 ,I
-

11 = -χ
4I3

3h2

I
-

21 = χ 4I3

3h2 ,I
-

22 = χ 10I4

3h2 -
16I6

9h4( )
I
-

23 = -χ
16I6

9h4 ,I
-

31 = I1 -χ
4I3

3h2

I
-

3 = I2 +χ -
8I4

3h2 +
16I6

9h4( ) ,I
-

32 = χ -
4I4

3h2 +
16I6

9h4( )
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当 χ= 1 时,可以得到 Reddy 三阶剪切变形理论的

控制方程;当 χ= 0 时,可以得到一阶剪切变形理论的控

制方程;当 Ψx = -∂w / ∂x 时,可以得到欧拉梁理论的控

制方程。

3　 求解过程
为了便于求解,采用了一个满足经典问题的试函

数来进行求解。 虽然试函数不能完全满足边界条件,
但它仍有足够的精度。 因此,位移可以写成以下三角

级数形式,即:

u x,t( ) = ∑
n
un( t)sin nπx

L( ) (31)

w x,t( ) = ∑
n
wn( t)sin nπx

L( ) (32)

Ψx x,t( ) = ∑
n
ψ n( t)cos nπx

L( ) (33)

利用 Galerkin 方法,可以将控制方程转换成以下形

式的微分方程,即:
α11un =β11 ün (34)
α22wn+α222w2

n+α223w3
n+α23ψn+α233wnψn =β22ẅn+β23ψ̈n

(35)
α32wn+α33ψn+α323w2

n =β32ẅn+β33ψ̈n (36)
式(34)—式(36) 中,αs 和 βs 待定系数。 忽略面内振

动,则式(35)—式(36)可以写成:
α- 22wn+α- 222w2

n+α- 223w3
n+α- 23ψn+α- 233wnψn = ẅn (37)

α- 32wn+α- 322w2
n+α- 333w3

n+α- 33ψn+α- 323wnψn = ψ̈n (38)
式(37)—式(38)中,α- s 和 β- s 待定系数。 该方程可以采

用 Runge-Kutta 方法进行求解。 结合式(26),电压 V0

就可以写成位移的函数,即:

V0 =
A91

a33

∂u
∂x

+ 1
2

∂w
∂x( )

2
é

ë
êê

ù

û
úú +

A92

a33

∂Ψx

∂x
+ 2β

3a33h2

∂Ψx

∂x
+∂2w

∂x2( )
(39)

式(39)中,Aij( i = 2,3,…,9,j = 1,2,…,5)为待定系数,
β= 3A95h2 / 2-2χ A94 +3A97( ) 。 同样利用 Galerkin 方法进

行求解,电压 V0 则可以写成以下形式,即:

V0 =
n2π2 3

2
h2A92 +β( )

6a33h2L
ψn( t) + n3π3β

6a33h2L
wn( t) -

n2π2A91

6a33L
wn( t)[ ] 2,n= 1,3,5,… (40)

对于偶数阶振动模态,压电梁无法产生电压,因为

在偶数振动模态时,梁的位移是反对称的,产生的电压

相互抵消。 产生的电压是以时间 t 为函数的交流电压,
为了便于评估压电性能,引入了 RMS 电压,其表达式

如下[20] :

VRMS = 1
TV

∫TV

0
V0 t( )[ ] 2dt (41)

式(41)中,TV 是压电梁交流电压周期。

4　 结果和讨论
4. 1　 模型验证

首先将本文模型退化成经典梁模型和文献中的结果

对比(表 1)。 本例中使用的材料弹性常数和几何参数

为:Ep = 9. 56
 

GPa,Eb = Et = 144. 8
 

GPa, ρb = ρt = ρp =
1

 

389. 23
  

kg / m3,L / h = 10,剪切模量分别为:Gp = 3. 45
 

GPa,
Gt =Gp =4. 14

 

GPa。 结果表明本模型和文献结果基本一致。

表 1　 梯度梁固有频率(kHz)与参考文献比较

Table
 

1　 Comparison
 

of
 

gradient
 

beam
 

natural
 

frequencies
 

(kHz)
 

with
 

references

模　 态 本文结果 文献[21] 文献[22]
1 0. 199

 

6 0. 209
 

3 0. 207
 

8
2 0. 737

 

4 0. 739
 

5 0. 744
 

6
3 1. 427

 

7 1. 434
 

0 1. 427
 

8

为了验证本模型在考虑非局部应变梯度效应时的

有效性,在表 2 中,将简支纳米梁的无量纲固有频率

(ωn(L / ht) 12ρ / E )和文献[21,22]进行了比较。 假设

梯度梁两层的材料参数相同,并且忽略了压电和挠曲

电。 本例中的几何参数为:h = 1
 

nm,L / h = 10。 结果表

明与文献[21,22]结果吻合较好。

表 2　 简支纳米梁无量纲固有频率(ωn(L/ ht) 12ρ/ E)与文献比较

Table
 

2　 Comparison
 

of
 

dimensionless
 

natural
 

frequencies
 

(ωn(L / ht) 12ρ / E
 

)
 

of
 

simply
 

supported
 

nanobeam
 

with
 

references

e0a / nm l / h
Euler 梁 Timoshenko 梁

文献[23] 本文 文献[23] 本文

0
0 9. 829

 

3 9. 829
 

3 9. 707
 

5 9. 727
 

5
0. 5 9. 949

 

8 9. 949
 

9 9. 826
 

5 9. 846
 

8
1. 0 10. 302

 

9 10. 303
 

0 10. 175
 

3 101
 

963

0. 5
0 9. 710

 

2 9. 710
 

3 9. 589
 

9 9. 609
 

7
0. 5 9. 829

 

3 9. 829
 

3 9. 707
 

5 9. 727
 

5
1. 0 10. 178

 

1 10. 178
 

2 10. 052
 

0 10. 072
 

8

1. 0
0 9. 377

 

4 9. 377
 

5 9. 261
 

2 9. 280
 

3
0. 5 9. 492

 

4 9. 492
 

5 9. 374
 

8 9. 394
 

1
1. 0 9. 829

 

3 9. 829
 

3 9. 707
 

5 9. 727
 

5

4. 2　 结果分析
为了便于对梯度梁分析,压电材料参数使用如下:Ep

= 132
 

GPa, v = 0. 3,ρp = 7
 

500
 

kg / m3,a33 = 7. 124 × 10-9
 

C / (V·m),e311 = -4. 1
 

C / m2,
 

μ3
 

131 =μ3
 

113 = 5×10-8
 

C / m。
功能梯度材料参数如下:Et = 151

 

GPa,Eb = 70
 

GPa,ρt =
3

 

000
 

kg / m3,p= 1,ρp = 2
 

707
 

kg / m3。 无量纲频率为 Ωn =

04
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ωnL2 / (hπ2) 12ρ / Ep ,ΩNL / ΩL 为非线性频率比。 本研究

的级数解在 n= 1 处截断,这是结构最重要的振动模态。
图 2 给出了幂律指数对不同梁理论下的非线性频

率比的影响,h= 1
 

μm,hp = 0. 1
 

h,L = 10
 

h,e0a = 1
 

μm,
l= 1

 

μm,Wmax / h= 1。 从图 2 中看出,当幂律指数小于 1
时,非线性频率比随幂律指数的增大而增大;而当幂律

指数大于 1 时,非线性频率比随幂律指数的增大而减

小。 当幂律指数足够大时,非线性频率比几乎不再随

幂律指数增大而变化。 此外,还可以发现具有相同幂

律指数的三个梁理论的非线性频率比排序为:Reddy>
Timoshenko>Euler,这说明剪切变形的阶数越高,非线性

频率比越高。

图 2　 不同梁理论下幂律指数对非线性频率比的影响

Fig. 2　 Effect
 

of
 

power-law
 

index
 

on
 

nonlinear
 

frequency
 

ratios
 

based
 

on
 

different
 

beam
 

theories
图 3 显示了不同梁理论下幂律指数对 RMS 电压的

影响,h= 1
 

μm,hp = 0. 1
 

h,L = 10
 

h,e0a = 1
 

μm,l = 1
 

μm,
Wmax / h= 1。 从图 3 中可以看出,当幂律指数大于 2 时,输
出电压值随幂律指数的增大而增大;而当幂律指数小于

2 时,输出电压值随幂律指数的增大而减小。 此外,还发

现在相同条件下,非线性振动输出电压明显高于线性振

动输出电压,且剪切变形阶数越高,输出电压越低。

图 3　 不同梁理论下幂律指数对 RMS 电压的影响

Fig. 3　 Effect
 

of
 

power-law
 

index
 

on
 

the
 

RMS
 

voltage
 

based
 

on
 

different
 

beam
 

theories

图 4 为 Reddy 梁理论下非局部应变梯度理论对无

量纲非线性固有频率的影响,hp = 0. 1
 

h,L = 10
 

h,Wmax /
h= 1。 从图 4 中可以看出,当 e0a = 0,l = 0 时,无量纲非

线性频率的值随着梁厚度的增加而保持恒定。 这是因

为当忽略非局部应变梯度效应时,无量纲非线性固有

频率与结构的尺度无关,这与纳米结构的尺度效应不

同。 此外,考虑非局部效应的无量纲非线性固有频率

比不考虑非局部效应的无量纲非线性固有频率要低。
这意味着非局部效应会削弱结构的刚度。 另一方面,
考虑应变梯度效应时的无量纲非线性固有频率比不考

虑应变梯度效应的无量纲非线性固有频率要高。 这表

明考虑应变梯度理论可以强化结构的刚度。

图 4　 Reddy 梁理论下非局部应变梯度理论对无量纲

非线性固有频率的影响

Fig. 4　 Effect
 

of
 

nonlocal
 

strain
 

gradient
 

theory
 

on
 

dimensionless
 

nonlinear
 

frequencies
 

based
 

on
 

Reddy
 

beam
 

theory

图 5 显示了 Reddy 梁理论下长度尺度参数与非局

部常数之比对无量纲非线性固有频率的影响, h =
2

 

μm,hp = 0. 1
 

h,L = 10
 

h,e0a = 1
 

μm,Wmax / h = 1。 图 5
中的虚线是经典梁理论( e0a = 0,l = 0)下的无量纲非线

性固有频率。 可以看出,当 l / e0a<1 时,非局部应变梯

度理论的无量纲非线性固有频率比经典梁无量纲非线

性固有频率要小。 当 l / e0a<1 时,非局部应变梯度理论

的无量纲非线性固有频率比经典梁无量纲非线性固有

频率要大。 结果还表明,应变梯度参数 l 和非局部常数

e0a 共同决定了结构刚度的硬化或软化。 此外,还发现

幂律指数 p 越大,无量纲非线性固有频率越小。
图 6 为 Reddy 梁理论下长厚比对无量纲非线性固

有频率的影响, h = 2
 

μm, hp = 0. 1
 

h, L = 10
 

h, e0a =
1

 

μm,Wmax / h= 1。 结果表明,当 e0a = 0, l = 0 和 e0a =

14
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1
 

μm,l= 0 时,无量纲非线性固有频率随着长厚比增大

而增大,而当 e0a = 0,l = 1. 5
 

μm 时,无量纲非线性固有

频率随长厚比增大而减小。 这说明,当 l>e0a 时,无量

纲非线性固有频率随长厚比的增大而减小。 相反,当
l<e0a 时,无量纲非线性固有频率随长厚比增大而增

大。 这是因为当 l>e0a 时,应变梯度效应占主导地位,
而当 l<e0a 时,非局部效应占主导地位。 这与经典理论

有着明显不同。 图 5 中的结果也证实了这一点。

图 5　 Reddy 梁理论下长度尺度参数与非局部常数之比

对无量纲非线性固有频率的影响

Fig. 5　 Effect
 

of
 

the
 

ratio
 

of
 

length
 

scale
 

parameter
 

to
 

the
 

nonlocal
 

constant
 

on
 

the
 

dimensionless
 

nonlinear
 

frequencies
 

based
 

on
 

Reddy
 

beam
 

theory

图 6　 Reddy 梁理论下长厚比对无量纲非线性

固有频率的影响

Fig. 6　 Effect
 

of
 

the
 

length-thickness
 

ratio
 

on
 

the
 

dimensionless
 

nonlinear
 

natural
 

frequencies
 

based
 

on
 

Reddy
 

beam
 

theory

图 7 描述了压电常数对 RMS 电压的影响, hp =
0. 1

 

h,L= 10
 

h,e0a = 1
 

μm,l = 1
 

μm,Wmax / h = 1,μ3
 

113 =

0。 图 8 则描述了挠曲电常数对 RMS 电压的影响,hp =

0. 1
 

h,L= 10
 

h,e0a= 1
 

μm,l = 1
 

μm,Wmax / h = 1,e311 = 0。
从图 7 中可以看出,压电常数或挠曲电常数的绝对值

越大,输出电压也就越大。 另外还可以发现,当压电常

数或挠曲电常数为零时,输出电压也为零。 这说明输

出电压与压电和挠曲电效应有关。

图 7　 压电常数对 RMS 电压的影响

Fig. 7　 Effect
 

of
 

the
 

piezoelectric
 

constant
 

on
 

the
 

RMS
 

voltage

图 8　 挠曲电常数对 RMS 电压的影响

Fig. 8　 Effect
 

of
 

the
 

flexoelectric
 

constant
 

on
 

the
 

RMS
 

voltage

图 9 显示了 Reddy 理论下压电和挠曲电对输出电

压的影响,hp = 0. 1
 

h,L = 10
 

h,e0a = 0,l = 0,Wmax / h = 1。
从图 9 中可以看出,当忽略压电和挠曲电时,输出电压

为 VRMS = 0。 当仅考虑挠曲电效应时,输出电压不随梁

的总厚度的增大而变化。 当只考虑压电效应时,输出

电压随着梁的总厚度的增大而增大。 这说明压电对输

出电压的影响比挠曲电要更大。

24
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图 9　 Reddy 理论下压电和挠曲电对输出电压的影响

Fig. 9　 Effect
 

of
 

piezoelectricity
 

and
 

flexoelectricity
 

on
 

output
 

voltage
 

based
 

on
 

Reddy
 

beam
 

theory
表 3 中分别列出了在不同长厚比 L / h 下考虑 / 不

考虑挠曲电时 Reddy 梁的 RMS 电压 VRMS(V)。 使用的

材料参数和几何尺寸如下:Ep = 132
 

GPa,v= 0. 3,μ3
 

131 =
μ3

 

113 = 5×10-8
 

C / m,ρp = 7
 

500
 

kg / m3,a33 = 7. 124×10-9
 

C / (V· m), e311 = - 4. 1
 

C / m2,
 

E t = 151
 

GPa,Eb = 70
 

GPa,ρt = 3
 

000
 

kg / m3,p = 1,ρp = 2
 

707
 

kg / m3,h = 2
 

μm,
hp = 0. 1

 

h,e0a= 1
 

μm,l= 1. 5
 

μm,Wmax / h= 1。 从表 3 中

可以看出,输出电压随着长厚比的增大而减小。 这是

因为结构在处于小尺度时,挠曲电效应更加明显。 此

外,非线性振动产生的输出电压明显高于线性振动产

生的输出电压。 这是因为非线性振动提高了结构机电

转换效率。 挠曲电对梁在线性振动和非线性振动的情

况下所产生的输出电压也有不同的影响。 总的来说,
考虑挠曲电时梁的线性或非线性振动输出电压比不考

虑挠曲电时的输出电压均高。

表 3　 不同长厚比 L / h 下考虑 / 不考虑挠曲电时

Reddy 梁 RMS 电压 VRMS(V)
Table

 

3　 RMS
 

voltage
 

(VRMS(V))
 

based
 

on
 

Reddy
 

beam
 

theory
 

with
 

and
 

without
 

flexoelectricity
 

for
 

different
 

ratios
 

of
 

L/ h

L / h
不考虑挠曲电 考虑挠曲电

考虑挠曲电时输

出电压的变化率

V线性 V非线性 V线性 V非线性 V线性 V非线性

6 6. 250
 

6 6. 974
 

1 6. 352
 

7 7. 065
 

5 1. 63% 1. 31%

8 3. 621
 

3 4. 026
 

8 3. 679
 

8 4. 079
 

3 1. 62% 1. 30%

10 2. 351
 

2 2. 611
 

5 2. 389
 

0 2. 645
 

5 1. 61% 1. 30%

16 0. 933
 

4 1. 035
 

8 0. 948
 

3 1. 049
 

3 1. 60% 1. 30%

20 0. 599
 

7 0. 665
 

3 0. 609
 

2 0. 674
 

0 1. 58% 1. 31%

30 0. 267
 

5 0. 296
 

8 0. 271
 

8 0. 300
 

6 1. 61% 1. 28%

在表 4 中分别列出了在不同厚度比 h / hp 下考虑 /

不考虑挠曲电时 Reddy 梁的 RMS 电压 VRMS(V)。 使用

的材料参数和几何尺寸如下:Ep = 132
 

GPa,v= 0. 3,ρp =
7

 

500
 

kg / m3,e311 =-4. 1
 

C/ m2,a33 =7. 124×10-9
 

C/ (V·m),
Et =151

 

GPa,Eb = 70
 

GPa,μ3
 

131 = μ3
 

113 = 5×10-8
 

C / m,ρt =
3

 

000
 

kg / m3,p= 1,ρb = 2
 

707
 

kg / m3,h = 2
 

μm,L = 6
 

h,
e0a= 1

 

μm,l= 1. 5
 

μm,Wmax / h= 1。 从表 4 中可以看出,
随着厚度比 h / hp 增大,输出电压逐渐减小。 这是因为

电压是由压电层产生的,当 h / hp 增大,压电层厚度减

小,梁所产生的电压自然降低。 另一方面,考虑挠曲时

梁的线性或非线性振动输出电压比不考虑挠曲电时的

输出电压均要高,这在表 3 中也得到了验证。
表 4　 不同厚度比 h / hp 下考虑 / 不考虑挠曲电时

Reddy 梁 RMS 电压 VRMS(V)
Table

 

4　 RMS
 

voltage
 

(VRMS(V))
 

based
 

on
 

Reddy
 

beam
 

theory
 

with
 

and
 

without
 

flexoelectricity
 

for
 

different
 

ratios
 

of
 

h/ hp

h / hp

不考虑挠曲电 考虑挠曲电
考虑挠曲电时输

出电压的变化率

V线性 V非线性 V线性 V非线性 V线性 V非线性

6 9. 499
 

0 10. 799
 

5 9. 666
 

3 10. 946
 

3 1. 76% 1. 36%

8 7. 553
 

8 8. 483
 

5 7. 680
 

6 8. 596
 

2 1. 68% 1. 33%

10 6. 250
 

6 6. 974
 

1 6. 352
 

7 7. 065
 

5 1. 63% 1. 31%

16 4. 102
 

6 4. 537
 

0 4. 167
 

1 4. 595
 

3 1. 57% 1. 28%

20 3. 334
 

7 3. 677
 

8 3. 386
 

5 3. 724
 

7 1. 55% 1. 28%

30 2. 270
 

1 2. 494
 

9 2. 304
 

8 2. 526
 

5 1. 53% 1. 27%

5　 结　 论
本研究基于 NSGT 和 Reddy 三阶剪切变形理论,对

具有挠曲电性的 FGP 纳米梁进行了非线性机电行为分

析。 通过分析,得到以下结论:当应变梯度尺度参数小于

非局部参数时,梯度梁的刚度表现出软化效应。 而当应

变梯度尺度参数大于非局部参数时,梯度梁的刚度表现

出强化效应。 压电常数和挠曲电常数能提高梯度梁的输

出电压,同时随着压电层厚度的减小,挠曲电对输出电压

的影响变弱。 输出电压随梯度梁几何尺寸的增大而减

小。 幂律指数小于 2 时梯度梁的输出电压减小,大于 2
时输出电压增大。 而幂律指数小于 1 时梯度梁的非线性

固有频率增大,大于 1 时非线性固有频率减小。
随着便携式压电传感器在微纳器件中广泛应用,

本研究成果可以为提高压电俘器的俘能效率提供一定

参考。 同时,本研究仅考虑了功能梯度材料特性沿厚

度方向梯度分布的情况。 实际上,功能材料性能也可

以同时沿多个方向连续分布,比如,长度和厚度方向,
即多向功能梯度材料。 多向功能梯度材料能够满足更

复杂的工程环境需要,在未来探索多向功能梯度材料

的力电耦合机制将成为热点之一。
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