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摘　 要:针对许多经济问题面临着大规模大群体之间的策略互动,
 

且策略互动时,参与主体之间为寻求更高利益可

能达成合作的行为,
 

研究群体博弈合作均衡的存在性,为这些情况提供统一分析框架。
 

首先,
 

介绍群体博弈模型

及群体博弈合作均衡的定义;其次,在群体状态函数为伪连续的条件下,
 

构造辅助偏好映射,
 

借助伪连续的性质,
 

得到群体博弈问题合作均衡的存在性结果,
 

并举例说明该存在性定理的优越性。 针对求解群体博弈合作均衡时,
 

原始数据收集可能会出现偏差,
 

模型数据可能受到干扰,
 

求解的近似解序列可能不可行的情形,
 

研究群体博弈合

作均衡的适定性,为数值计算提供理论依据。 首先,
 

分别引入该类群体博弈问题合作均衡的 Hadamard 适定性和

Levitin-Polyak 适定性概念;然后,
 

借助合作均衡映射的半连续性和紧性结果,
 

建立 Hadamard 适定性成立的充分性

条件;最后,
 

借助群体状态函数的伪连续性,
 

建立 Levitin-Polyak 适定性成立的充分性条件。
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Abstract 
 

For
 

many
 

economic
 

problems
 

facing
 

large-scale
 

strategic
 

interactions
 

between
 

large
 

groups 
 

and
 

when
 

strategic
 

interactions
 

occur 
 

participants
 

may
 

cooperate
 

to
 

seek
 

higher
 

benefits.
 

Studying
 

the
 

existence
 

of
 

cooperative
 

equilibrium
 

in
 

population
 

games
 

provides
 

a
 

unified
 

analytical
 

framework
 

for
 

these
 

situations.
 

In
 

this
 

paper 
 

we
 

first
 

introduced
 

the
 

model
 

of
 

population
 

games
 

and
 

the
 

definition
 

of
 

cooperative
 

equilibrium
 

in
 

these
 

games.
 

Secondly 
 

under
 

the
 

condition
 

that
 

the
 

population
 

state
 

function
 

was
 

pseudo
 

continuous 
 

an
 

auxiliary
 

preference
 

mapping
 

was
 

constructed.
 

With
 

the
 

aid
 

of
 

the
 

property
 

of
 

pseudo
 

continuity 
 

an
 

existence
 

theorem
 

for
 

cooperative
 

equilibrium
 

of
 

population
 

games
 

was
 

established 
 

and
 

an
 

example
 

was
 

given
 

to
 

illustrate
 

its
 

advantages.
 

When
 

solving
 

cooperative
 

equilibrium
 

in
 

population
 

games 
 

there
 

may
 

be
 

deviations
 

in
 

the
 

collection
 

of
 

original
 

data 
 

model
 

data
 

may
 

be
 

disturbed 
 

and
 

the
 

approximate
 

solution
 

sequence
 

may
 

not
 

be
 

feasible.
 

Studying
 

the
 

well-posedness
 

of
 

cooperative
 

equilibriums
 

of
 

population
 

games
 

provides
 

a
 

theoretical
 

basis
 

for
 

numerical
 

calculation.
 

The
 

concepts
 

of
 

Hadamard
 

well-posedness
 

and
 

Levitin
 

Polyak
 

well-posedness
 

of
 

cooperative
 

equilibrium
 

of
 

population
 

games
 

were
 

introduced.
 

By
 

the
 

semicontinuity
 

and
 

compactness
 

of
 

cooperative
 

equilibrium
 

mappings 
 

sufficient
 

conditions
 

of
 

Hadamard
 

well-posedness
 

were
 

established.
 

At
 

last 
 

by
 

the
 

pseudo-continuity
 

of
 

the
 

population
 

state
 

function 
 

sufficient
 

conditions
 

of
 

Levitin-Polyak
 

well-posedness
 

were
 

established.
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1　 引　 言
许多经济问题面临着大规模大群体之间的策略互

动情形,
 

而群体博弈模型则为这些情况提供了统一分

析框架。 群体博弈考虑有限个种群,
 

每个群体中又有

相当大的个体成员,
 

每一个种群里面的个体成员都是

从相同的策略集里选择自己的行动策略。 可将参与博

弈的所有群体看成一个社会,
 

群体中的个体对策略的

选择构成一个社会状态,
 

并且每个个体成员的收益既

依赖于自己所选择的策略又依赖于所有社会成员所选

择策略的分布。 群体博弈均衡则是寻找在哪种状态

下,
 

每个个体都没有改变当前策略的动机,
 

从而达到

社会稳定。 群体博弈可应用于生物学、交通学、社会

学、科学技术等各个领域,
 

受到学者们的广泛关注。 譬

如:
 

Nash[1]用“群体行动”解释混合策略,
 

并假设其博

弈模型中的每个参与者是由一些代理人组成的各个种

群;2010 年,
 

Sandholm[2]首次明确提出了群体博弈具体

模型、相关理论及应用领域,
 

并建立群体博弈 Nash 均

衡的存在性定理,从此群体博弈理论逐渐发展起来,
 

并

成为一个热门研究方向,近年来,
 

Yang 等[3-4] 分别提出

了多目标群体博弈 Pareto-Nash 均衡、
 

弱 Pareto-Nash 均

衡及加权 Nash 均衡的概念,
 

并用非线性分析的方法证

明了其存在性。
经典群体博弈理论考虑的均衡解主要是 Nash 均

衡,
 

这是一种典型的非合作均衡解,
 

这类解只考虑参

与人之间的竞争行为。 与之不同的是,
 

合作均衡解还

考虑了参与人之间的合作行为。 在现实生活中,
 

考虑

参与人之间可能会因为某种原因达成合作行为,
 

因此,
 

许多学者对非合作博弈的合作均衡解展开研究:
Aumann[5]首次提出常规博弈问题的合作均衡解概念:

 

α-核,即对于任意给定的社会状态,
 

如果一个联盟有一

个可行策略,
 

使得不管联盟之外的代理人选择什么策

略,
 

联盟中的代理人在该联盟可行策略下都能获得比

在原有社会状态下更高的收益,
 

则称该联盟可以 α-改
进原来的社会状态,若有社会状态不能被任何联盟 α-
改进,

 

则称这样的社会状态集合为 α-核;Scarf[6] 利用

Aumann 方法,
 

证明在一般博弈中,
 

当表示代理人偏好

的效用函数连续、拟凹时,
 

非空核的存在性;Ichiishi[7]

提出一个社会联盟的均衡解,
 

该均衡结合了纳什均衡

(非合作均衡解)和核(合作均衡解)的概念,
 

并给出了

均衡的存在性证明;Kajii[8] 将 Scarf
 

的研究工作推广到

当代理人偏好不满足传递性和完整性时,
 

证明了 α-核的

存在性;近来,
 

Askoura、Noguchi[9-10] 等在 Scarf 的工作基

础上考虑了不完全信息和非对称信息下,
 

常规博弈中

α-核的存在性;Yang 和 Zhang[11] 首先提出群体博弈的

合作均衡,
 

并得到了合作均衡的存在性定理。
适定性的概念与稳定性、逼近论、数值分析有着密

切的联系,
 

是优化问题研究的一个热点。 适定性的概

念主要分为 3 类:
 

Hadamard 适定性、
 

Tykhonov 适定性

以及 Levitin-Polyak 适定性。 Hadamard 适定性概念来

源于物理现象数学模型的研究,
 

它要求问题的解连续

依赖于问题数据,
 

它确保问题数据扰动(包含问题映射

扰动和定义域扰动)越小时,
 

扰动问题近似解与目标问

题最优解之间的误差越小。 Tykhonov 适定性概念源于

最优化问题的求解,
 

当用迭代法求解优化问题时,
 

得

到一个极小化序列,
 

Tykhonov 适定性要求每个极小化

序列都趋于最优解。 Tykhonov 适定性要求极小化序列

是可行的,
 

Levitin-Polyak 适定性推广了这一点,
 

考虑

“逼近”可行集的近似序列,
 

要求这种近似序列收敛于

最优解。 关于向量优化问题的适定性研究已很成

熟[12-14] ,
 

不少学者也研究了博弈问题的适定性:
 

Yu 等[15]研究几类非合作博弈问题纳什均衡点的适定

性;Scalzo[16] 在 较 弱 的 条 件 下 建 立 了 常 规 博 弈 的

Hadamard 适定性;Yang[17]讨论 α-核在不同数据扰动的

环境中的连续性,
 

并证明一些具有非空 α-核的抽象经

济问题(或常规博弈问题)的集合具有 Hadamard 适定

性;Zeng[18] 研 究 主 从 博 弈 问 题 弱 Nash 均 衡 解 的

Levitin-Polyak 适定性;Khanh[19]考虑参数多目标广义博

弈问题,
 

利用非紧性度量建立其 Levitin-Polyak 适定性

的完全刻画。
不难发现,

 

博弈问题的适定性研究大都针对经典

博弈的 Nash 均衡解,
 

关于群体博弈问题合作均衡解的

适定性研究却很匮乏,
 

因此研究群体博弈合作均衡解

的两种适定性很有意义。 文章结构如下:
 

第二部分介

绍群体博弈问题模型以及合作均衡解概念,
 

并回顾一

些相关性质;第三部分在群体状态函数伪连续时,
 

证明

群体博弈问题合作均衡解的存在性;第四部分提出群

体博弈合作均衡解的 Hadamard 适定性和 Levitin-
Polyak 适定概念,

 

并建立二者成立的充分性条件。
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2　 预备知识

本节主要回顾经典群体博弈问题模型和合作均衡

解的定义,并介绍一些相关的重要概念和结论。 下面

首先介绍群体博弈模型、合作均衡解的概念。
设有群体博弈问题 Γ = P,X,F( ) ,

 

其中有限集合

P = 1,2,…,p0{ }表示由 p0 个群体组成的一个社会。 对

于每个群体 p∈P,
 

其博弈代理人总量为 mp >0;群体 p

的代理人都从相同的纯策略集 Sp = 1,2,…,np{ }中选择

策略;P 中所有群体的纯策略总数为 n = ∑
p∈P

np。 X =

∏
p∈P

Xp 表示整个社会 P 的策略状态的集合,其中 Xp 表

示群体 p 的策略状态的集合,
 

记作 Xp = {xp = (xp,1,xp,2,

…,xp,np
)∈Rnp

+ | ∑
np

k = 1
xp,k = mp },xp 表示群体 p 的一个策略

状态,
 

记为 xp = (xp,1,xp,2,…,xp,np
),元素 xp,i 代表群体

p 中选择纯策略 i∈Sp 时的代理人数量,Rnp
+ =

 

{(a1,a2,

…,anp
)∈Rnp:ai ≥0,∀i}。 F = F1,F2,…,Fp0

( ) : ∏
p∈P

Rnp
+

→Rn 表示整个社会 P 的支付分配,
 

为每个策略状态分

配其对应的支付向量,
 

记作 F = F1,F2,…,Fp0
( ) :∏

p∈P
Rnp

+

→Rn,其中 Fp 表示纯策略集 Sp 的所有策略的支付函

数,
 

记作 Fp = Fp,1,Fp,2,…,Fp,np
( ) :∏

p∈P
Rnp

+ →Rnp,Fp,i: ∏
p∈P

Rnp
+ →R 表示群体 p∈P 中,

 

代理人选择纯策略 i 时的支

付函数。 这是一个经典的群体博弈。
考虑群体之间会因为某种原因产生合作关系形成

联盟,
 

对每个由一些群体形成的联盟 C⊆P,
 

记 X
^

C 为

联盟 C 的可行状态集:

X
^

C = {yC∈∏
p∈C

Rnp
+ | ∑

p∈C
∑
np

i = 1
yp,i = ∑

p∈C
mp}

定义 1[11]
 

　 若存在 yC ∈X
^

C,
 

使得 yC( ) p ·Fp x( ) >
xp·Fp x( ) ,

 

∀p∈C,
 

则称联盟 C 改进了策略状态 x∈

∏
p∈P

Rnp
+ ,

 

也就是存在一个联盟的可行状态,
 

可以让联盟中

的每个成员在此可行状态下的收益比在给定的策略状态

x 下的收益更好,其中 yC( ) p·Fp x( ) =∑
np

i = 1
yp,iFp,i(x)。

定义 2[11] 　 若 x∗∈X
^

P 并且不能被任何联盟改进,
 

则称策略状态 x∗∈∏
p∈P

Rnp
+ 是群体博弈的一个合作均衡。

注 1　 文献[2]中的群体博弈没有考虑群体之间会

形成联盟进而开展合作的行为,
 

但是文献[11]考虑了

这一情况,
 

允许各个群体之间相互协调,
 

达成合作以

追求更高的利益,
 

进而提出群体博弈合作均衡解的概

念:
 

当联盟状态可以使得所有代理人都不能从联盟重

组中获益,
 

即在这种联盟状态中,
 

所有代理人都没有

改变目前状态的动力,
 

从而达到合作均衡。 此外,
 

文

献[20]中举例说明了群体博弈模型中 Nash 均衡与合

作均衡是两个的不同解。
下面介绍后文所需的重要定义和相关结论。
定义 3[21] 　 设 A、B 是 X 的两个非空子集,

 

则 A、B
之间的 Hausdorff 距离定义为 H( A,B) = max{ e( A,B),
e(B,A)},

 

其中 e A,B( ) = supa∈Ad a,B( ) ,
 

d a,B( ) =

infb∈B | | a-b | | 。

定义 4[22] 　 设 X 为 Banach 空间,f:X→R
-
为拓展实

值函数。 若有 f x( ) >f x0( )[ ] ⇒[ f x( ) >
 

limsup
 

f z( ) ,∀z

→x0],
 

则称 f 在 x0∈X 处是上伪连续的;若-f 在 x0∈X
处上伪连续,

 

则称 f 在 x0∈X 处下伪连续;若 f 在 x0 处

既是上伪连续,
 

又是下伪连续,
 

则称 f 在 x0 处伪连续。

引理 1[17] 　 设 f 为定义在 Hausdorff 拓扑空间 X 上

的一个实值函数,
 

称 f 在 X 上伪连续,
 

当且仅当 f x( ) <
f z( ) 时,

 

存在 x 的一个开邻域 Nx 和 z 的一个开邻域 Nz,
 

使得对任意 x′∈Nx 和任意 z′∈Nz,
 

有 f x′( ) <f z′( ) 。

引理 2[17] 　 在连通拓扑空间 X 中,
 

若一个实值函

数 f 在 X 上伪连续,
 

则下式成立:
 

f x1( ) <f x2( ) ⇒] f x1( ) ,f x2( ) [∩f X( ) ≠∅

定义 5[21] 　 设 X、Y 为两个 Hausdorff 拓扑空间,
 

F:
XY 为集值映射,有

(1)
 

若对任意满足 F x( ) ⊂O 的 Y 中开集 O,
 

存在

x 的一个开邻域 U x( ) ,
 

使得对任意 x′∈U x( ) 有 O⊃
F x′( ) ,

 

则称 F 在 x∈X 上半连续。
(2)

 

若对任意满足开集 O∩F x( ) ≠∅的 Y 中开集

O,
 

存在 x 的一个开集 U x( ) ,
 

使得对任意 x′∈U x( ) 有

O∩F x′( ) ≠∅,
 

则称 F 在 x∈X 下半连续。
若 F 在每一 x∈X 处都是上(下)半连续,

 

则称 F
在 X 上是上(下)半连续。

引理 3[17] 　 若 X、Y 为局部紧的 Hausdorff 空间,
 

映

射 F:X→Y 为闭映射,
 

当且仅当该映射 F 为上半连续

且为紧值。
引理 4[8] 　 常 规 博 弈 问 题 ( P, (X i,G i) i∈P,

(GC) C⊂P),
 

其中 P 为代理人的集合,
 

X i 为代理人 i 的

101
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可行集,
 

X = ∏
i∈P

X i 为社会策略状态,
 

G i:X →→X 为代理人

的策略偏好映射,
 

联盟 C 为 P 的子集,
 

GC:X →→XC 为

联盟 C 的可行策略映射。 若满足以下条件:
(1)

 

每个 X i 为赋范向量空间 V 的一个非空紧凸

子集。
(2)

 

每个代理人的偏好关系 G i 为非自反的,
 

即对

任意 x∈X,
 

x∉G i x( ) ,并且 G i 应为凸映射,
 

G i 的图在

X×X 上是开集。
(3)

 

联盟中代理人偏好对应 GC 在联盟可行集的投

影是连续的(同时满足上半连续和下半连续),
 

并且对任

意 x∈X,
 

GP x( ) =GP,
 

其中 GP 为 X 的非空闭凸子集。
(4)

 

平衡性条件:
 

即对任意具有平衡权重{ λC:C
∈β}的联盟平衡族 β,

 

如果对任意 C∈β,
 

有 yC ∈GC
i ,

 

y′∈GP,
 

其中 yi′ = ∑
C∈β i( )

λC yC( ) i。

则该博弈问题(P,(X i,G i) i∈P,(GC) C⊂P )至少存在

一个 α-核。

3　 合作均衡的存在性

本节通过定义代理人偏好映射,
 

借助伪连续的性

质,
 

证明群体博弈合作均衡的存在性。
在下文中,

 

设 P,
 

Sp,mp 是给定的,对任意 p∈P,
 

令 k∈R+ ,
 

使得∑
p∈P

mp <k,设 Xk
p = { xp

 ∈Rnp
+ | xp,i ≤k,∀i}

且 Xk = ∏
p∈P

Xk
p。

定理 1 　 设有群体博弈问题 Γ = P,X,F( ) ,
 

函数

H: P × Xk × Xk → R 为 H p,v,x( ) = vp · Fp x( ) ,
 

且

H p,·,·( ) 在 Xk ×Xk 上是伪连续的,
 

则群体博弈问题

Γ 至少存在一个合作均衡。
证　 明　 对任意群体 p∈P,

 

首先定义代理人偏好

映射 Gp: Xk
→→ Xk 为 Gp x( ) : = { y ∈ Xk | H p,y,x( ) >

H p,x,x( ) }。
从而群体博弈问题 Γ = P,X,F( ) 可转换为广义博

弈问题(P,(Xk
p,Gp ),(X

^

C) C⊂P ),
 

下面借助引理 4 来证

明本定理。
由已知条件,

 

类似文献[20]定理 3. 3 的证明(1)、
(3)和(4)可知,

 

引理 4 的条件(1)、(3) 和(4) 满足。
下面只需证明引理 4 的条件(2)也满足,

 

即证明代理人

偏好映射 Gp 为非自反的、
 

凸值,
 

且它的图是开集。
首先证 Gp x( ) 的图为开集。 假设序列 xn,yn{ } ⊂

Xk ×Xk,
 

yn ∉Gp xn( ) ,
 

且 xn,yn( ) →
 

x,y( ) ,只需证 y∉

Gp x( ) 。 反证法: 假设 y ∈ Gp x( ) ,
 

则有 H p,y,x( ) >

H p,x,x( ) ,因为 H p,·,x( ) 在 Xk 上伪连续,
 

由引理 2
可知,

 

存在 z1, z2 ∈ Xk,
 

使得 H p,y,x( ) > H p,z1,x( ) >
H p,z2,x( ) >H p,x,x( ) 。

又因为 H p,·,·( ) 在 Xk ×Xk 上伪连续,
 

由引理 1
知,

 

存在 y,x( ) 的开邻域 Up y( ) ×Up
1 x( ) 和 x,x( )

 

的开邻

域 Up
2 x( ) ×Up

2 x( ) ,
 

使得对任意 y′∈Up y( ) ,
 

x′∈Up
1 x( ) ,

 

x″∈Up
2 x( ) ,有 H p,y′,x′( ) >H p,z1,x( )

 

>H p,z2,x( ) >H

p,x″,x″( ) ,令 U y( ) = ∩
p∈P

Up y( ) ,Up x( ) = ∩
i = 1,2

Up
i x( ) ,

 

U

x( ) = ∩
p∈P

Up x( ) ,
 

ε = min
p∈P

{H(p,z1,x) -H(p,z2,x)},即对

任意 y′∈U y( ) 和 x′
 

∈U x( ) ,
 

x″∈U x( ) ,
 

有

H p,y′,x′( ) -H p,x″,x″( ) >ε (1)
因为 xn,yn{ } ⊂Xk ×Xk,

 

且 xn,yn( ) → x,y( ) ,
 

所以当

n 足够大时,
 

有 yn∈U y( )
 

和 xn∈U x( ) ;特别地,
 

取 x′ =

x″ = xn ∈ U x( ) , y′ = yn,
 

从而式 ( 1) 为 H p,yn,xn( ) -

H p,xn,xn( ) >ε,
 

这与 yn ∉Gp xn( ) 矛盾,
 

故 y∉Gp x( ) 。
因此 Gp x( ) 的图为开集得证。

接着证明对于任意 p∈P,x∈Xk
p,Gp x( ) 是凸集。 设

y1,y2∈Gp x( ) ,λ∈ 0,1( ) ,
 

则有 H p,y1,x( ) >H p,x,x( ) ,
H p,y2,x( ) > H p,x,x( ) ; 根 据 H 的 定 义,

 

从 而 有

H p,λy1,x( ) >H p,λx,x( ) ,H p, 1-λ( ) y2,x( ) >H( p,(1-

λ)0x,x),进而有 H p,λy1 + 1-λ( ) y2,x( ) >H(p,x,x),因
此 λy1 + 1-λ( ) y2( ) ∈Gp x( ) 。 故 Gp x( ) 是凸集,

 

综上,
定理得证。

注 2　 文献[11]在引理 5 的基础上给出了合作均

衡的存在性定理:
 

每个连续的群体博弈( P,X,F)至少

存在一个合作均衡解。 这里的连续指每个群体 p∈P
选择策略 i∈Sp 的支付函数 Fp,i 连续。 受文献的启发,

 

定理 1 将群体状态函数 vp ·Fp 削弱为伪连续,
 

证明了

该类群体博弈问题合作均衡解的存在性。 下面给出

vp·Fp 为伪连续,
 

但是 Fp,i 不一定是连续函数的群体

博弈问题的例子。
例 1 　 设群体 P = 1,2{ } ,

 

纯策略集 S1 = S2
 

=

1,2{ } ,
 

代理人总量为 m1 = 1,策略状态集为

X1 = {x1∈R2
+ | x11 +x12 = 1} = X

^

1

X2 = {x2∈R2
+ | x21 +x22 = 1} = X

^

2

X
^

12 = { x1,x2( ) ∈R4
+ | x11 +x12 +x21 +x22 = 2}

群体 p∈P 支付函数为
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Fp x( ) =

xp1-2,-xp2-1( ) xp1,xp2( ) ∈ 1
2

,1( ù

û
úú × 0, 1

2
é

ë
êê )

2,2( ) xp1,xp2( ) = 1
2

, 1
2( )

xp1+2,-xp2+3( ) xp1,xp2( ) ∈ 0, 1
2

é

ë
êê ) × 1

2
,1( ù

û
úú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

群体 p∈P 的状态函数 xp·Fp x( ) 可表示为

xp1 xp1-2( ) +xp2 -xp2-1( ) xp1,xp2( ) ∈ 1
2

,1( ù

û
úú × 0, 1

2
é

ë
êê )

2 xp1+xp2( ) xp1,xp2( ) = 1
2

, 1
2( )

xp1 xp1+2( ) +xp2 -xp2+3( ) xp1,xp2( ) ∈ 0, 1
2

é

ë
êê ) × 1

2
,1( ù

û
úú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

由于 xp∈Xp,
 

故有 xp1 +xp2 = 1,
 

从而上式可变为

xp·Fp x( ) =

xp1 -2 xp1∈ 1
2

,1( ù

û
úú

2 xp1 = 1
2

xp1 +2 xp1∈ 0, 1
2

é

ë
êê )

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

或者

xp·Fp x( ) =

-xp2 -1 xp2∈ 0, 1
2

é

ë
êê )

2 xp2 = 1
2

-xp2 +3 xp2∈ 1
2

,1( ù

û
úú

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

显然该群体状态函数为伪连续,
 

其支付函数却不是连

续函数。
下面继续考虑该问题的合作均衡解,

 

由其定义得

到下式:
xp1 xp1 -2( ) +xp2 -xp2 -1( ) ≤xp1 -2

2 xp1 +xp2( ) ≤2

xp1 xp1 +2( ) +xp2 -xp2 +3( ) ≤xp1 +2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

则该群体博弈问题的合作均衡解集为

{ x11,x12,x21,x22( ) ∈R4
+ | x11 +x12 = 1,x21 +x22 = 1}

4　 适定性

本节提出群体博弈合作均衡的 Hadamard 适定性

和 Levitin-Polyak 适定性概念,
 

并建立群体博弈模型

Hadamard 适定性和 Levitin-Polyak 适定性成立的充分

性条件。

首先介绍群体博弈 Hadamard 适定性概念以及相

关性质。 在该节中,
 

设 M 为满足合作均衡解非空条件

的群体博弈问题 Γ 组成的集合,
 

Xk 为非空连通紧子

集,
 

此外定义 M 的度量 ρ 为

ρ Γ,Γ′( ) = ∑
p∈P

sup
i∈Sp

sup
x∈Xk

Fp,i x( ) - Fp,i′ x( ) +

max
C⊆P

HC X
^

C,X
^

C′( )

其中,HC 表示在 X
^

C 上的 Hausdorff
 

距离。

定义 6[17] 　 设合作均衡解集非空的群体博弈问题

Γ = P,X,F( ) 的集合为 M,
 

合作均衡映射为 Ω:M →→Xk。
(1)

 

若 Ω(Γ)≠∅,
 

并且对 X×M 的任一序列(xm,
Γm),

 

有 Γm →Γ 和 xm ∈Ω(Γm ),
 

存在序列 xm 的极限

点 x,
 

使得 x∈Ω( Γm ),
 

则称 Γ∈M 为广义 Hadamard
适定。

(2)
 

若 Γ 为广义 Hadamard 适定,
 

并且 Ω(Γ)为单

点集,
 

则称 Γ∈M 为 Hadamard 适定。
定义 7[17] 　 若对任一 Γ∈M 都是(广义)Hadamard

适定的,
 

则 M 有(广义)Hadamard 适定性。
引理 5[15] 　 设合作均衡解集非空的群体博弈问题

Γ = P,X,F( ) 的集合为 M,
 

合作均衡映射为 Ω:M →→Xk。
(1)

 

若 Ω 在 Γ∈M 上是上半连续,
 

Ω( Γ)为非空

紧,
 

则 Γ 是广义 Hadamard 适定的。
(2)

 

若 Ω 在 Γ∈M 上是上半连续,
 

Ω( Γ)为单点

集,
 

则 Γ 是 Hadamard 适定。
定理 2　 若群体博弈合作均衡集合非空,

 

即对任

意 Γ∈M,
 

有
 

Ω(Γ)≠∅,则称 M 有 Hadamard 适定性。
证　 明　 先证合作均衡映射 Ω:M →→Xk 为上半连

续并且为非空紧,
 

对 Γ∈M,
 

显然有 Ω(Γ)≠∅。 由引

理 3 可得,
 

只需证 Ω 的图为闭集即可。
假设 { Γm, xm } 为 M × Xk 的一个序列并且 xm ∈

Ω(Γm)和(Γm,xm)→( Γ,x) ∈M×Xk;由 xm ∈Ω( Γm ),
 

有 xm∈X
^

m
P ;由于 Γm→Γ,

 

则有

d x,X
^

P( ) ≤d x,xm( ) +d xm,X
^

m
P( ) +HP X

^
m
P ,X

^

P( ) ≤

d x,xm( ) +ρ Γm,Γ( ) →0

因此,x∈X
^

P。 下证 x∈Ω(Γ)。 用反证法:
 

假设存在 C⊆

P 和 yC ∈ X
^

C,使得对任意 p ∈ C,有 yC( ) p · Fp x( ) >
xp·Fp x( ) ,即 H p,yC,x( ) >H p,x,x( ) 。

 

因为 H(p,·,x)

在 Xk 上是伪连续,
 

根据引理 2,
 

存在 Xk
p 的元素 z1、

 

z2,
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使得 H p,yC,x( ) >H p,z1,x( ) >H p,z2,x( ) >H p,x,x( ) ;又

因为 H p,·,·( ) 在 Xk ×Xk 上是伪连续,
 

由引理 1 知,
 

存在 yC,x( ) 的开邻域 Up yC( ) ×Up
1 x( ) 和 x,x( ) 的开邻域

Up
2 x( ) ×Up

2 x( ) ,
 

使得对任意 yC′∈Up yC( ) ,
 

x′∈Up
1 x( ) 和

x″∈ Up
2 x( ) ,

 

H p,yC′,x′( ) > H p,z1,x( ) > H p,z2,x( ) >

H p,x″,x″( ) 成立。 令 U y( ) = ∩
p∈P

Up yC( ) ,Up x( ) = ∩
i =1,2

Up
i x( ) ,

U x( ) = ∩
p∈P

Up x( ) ;εC = min
p∈C

{ H p,z1,x( ) -H p,z2,x( ) },即

对任意 yC′∈U y( ) ,
 

x′∈U x( ) 和 x″∈U x( ) ,
 

有

H p,yC′,x′( ) -H p,x″,x″( ) >εC (2)

因为,HC(X
^

m
C ,X

^

C)→0,
 

即存在 X
^

C 的一个序列 ym
C{ } ,

 

使

得 ym
C ∈ X

^
m
C

 和 ym
C → yC,故存在 m1,

 

使得当 m > m1 时,
 

ym
C ∈U yC( ) 和 xm ∈U x( ) 成立,

 

则有 ym
C ∈X

^
m
C ;特别地取

ym
C = yC′,

 

xm = x′,
 

则式(2)为
 

H p,ym
C ,xm( ) -H(p,xm,xm )

>εC。
 

此外,
 

由于 Γm→Γ,
 

则对
εC

2
>0,

 

存在 m2,使得当

m>m2 时,
 

对任意 y0,x0( ) ∈X×X,
 

有

Hm p,y0,x0( ) -Hm p,x0,x0( ) >H p,y0,x0( ) -

　 H p,x0,x0( ) -
εC

2

由上可得,
 

对足够大的 m,有 ym
C ∈X

^
m
C ,和

Hm p,ym
C ,xm( ) -Hm p,xm,xm( ) >

　 H p,ym
C ,xm( ) -H p,xm,xm( ) -

εC

2
>

　 εC -
εC

2
=

εC

2
这与 xm∈Ω( Γm )矛盾,

 

故 x∈Ω( Γ)。 由引理 5 得 M
有 Hadamard 适定性。

下面介绍群体博弈合作均衡的 Levitin-Polyak 近似序

列和 Levitin-Polyak 适定性概念,
 

并建立群体博弈模型

Γ= P,X,F( ) 的 Levitin-Polyak 适定性成立的充分性条件。
定义 8　 设序列{xn}∈Xk,若存在一个序列{εn }⊂R+

且 εn→0,
 

使得 d xn,Ω(Γ)( ) ≤εn 且不存在 yC ∈X
^

C,
 

使

得 yC( ) p·Fp xn( ) >xn
p ·Fp xn( ) +εn,∀p∈C,则称序列

xn{ }为 Levitin-Polyak 近 似 序 列 ( 简 记 为 LP 近 似

序列)。
定义 9　 设合作均衡解集非空的群体博弈问题 Γ =

P,X,F( ) 的集合为 M,
 

有 Ω:M →→Xk 为合作均衡映射。

(1)
 

若 x ∈ Ω ( Γ) 为单点集,
 

对任一 LP 序列

xn{ }且有 xn→x,
 

则称 Γ∈M 为 Levitin-Polyak 适定(简

记为 LP 适定)。
(2)

 

若 Ω (Γ) ≠∅,
 

对每个 LP 序列 xn{ } ,
 

序列

xn{ }的子序列 xnk{ }存在极限点 x,
 

使得 x∈Ω(Γ),
 

则称

Γ∈M 为广义 Levitin-Polyak 适定(简记为广义 LP 适定)。
注 3　 群体博弈问题 Γ 的广义 LP 适定性意味着

该问题解集为紧集。 由此,
 

文献的连续群体博弈模型

P,X,F( ) 显然满足广义 LP 适定性。
定理 3　 若群体博弈合作均衡集合非空,

 

即对任

意 Γ∈M,
 

有 Ω( Γ) ≠∅,
 

则 M 有广义 Levitin-Polyak
适定性。

证　 明　 假设 εn⊂R+且 εn→0,
 

xn{ }为 LP 近似序

列。 由于 Xk 为紧集,
 

存在一个子序列 xnk{ } ,
 

使得

xnk→x;不失一般性,
 

将 xnk 记为 xn,下证 x∈Ω(Γ)。 用

反证法:
 

假设 x∉Ω(Γ),
 

则存在 yC ∈X
^

C,
 

使得对任意

p∈C,有 yC( ) p ·Fp x( ) >xp ·Fp x( ) ,即 H p,yC,x( ) >H
p,x,x( ) 。

因为 H p,·,·( ) 在 Xk ×Xk 上是伪连续,
 

由引理 2
可得,

 

存在 z1,x1( ) , z2,x2( ) ∈Xk ×Xk,
 

使得 H p,yC,x( ) >
H p,z1,x1( ) >H p,z2,x2( ) >H p,x,x( ) ;又因为引理 1,

 

存

在 yC,x( ) 的开邻域 Up yC( ) × Up
1 x( ) 和 x,x( ) 的开邻域

Up
2 x( ) ×Up

2 x( ) ,
 

使得对任意 y′∈Up yC( ) ,
 

x′∈Up
1 x( ) 和

x″∈Up
2 x( ) ,有 H p,y′,x′( ) >H p,z1,x1( ) > H p,z2,x2( ) >

H p,x″,x″( ) ;令 U yC( ) = ∩
p∈C

Up(yC),U x( ) = ∩
p∈C

(Up
1(x)∩

Up
2(x)),

 

δ = min
p∈C

{H p,z1,x1( ) -H p,z2,x2( ) } >0,从而对

任意 y′∈U yC( ) ,
 

x′∈U x( ) 和 x″∈U x( ) ,有
H p,y′,x′( ) -H p,x″,x″( ) >δ (3)

由 xn→x,
 

存在一个正整数 N,
 

使得当 n >N,
 

有 xn ∈
U x( ) ;特别地,

 

取 x′ = x″ = xn ∈ U x( ) ,
 

则式( 3) 变为

H p,yC,xn( ) -H p,xn,xn( ) >δ;又因为{ εn } ⊂R+ ,
 

εn →0

并且 δ > 0,
 

显 然 有 εn < δ,
 

从 而 H p,yC,xn( ) -

H p,xn,xn( ) >εn,这与 xn{ }为 LP 近似序列矛盾,
 

故 x∈
Ω(Γ)。

5　 结　 论

群体博弈模型因为其参与人的特殊性,被广泛应

用于经济学、社会学等领域。 现实生活中,
 

考虑群体中

参与人之间可能会因为某种原因达成合作行为,
 

故研
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究群体博弈问题合作均衡的存在性。 首先在群体状态

函数为伪连续的情况下得到该群体博弈问题合作均衡

解的存在性,
 

且举例说明在一定程度上削弱了文献已

有的合作均衡存在性条件;然后考虑群体博弈模型的

适定性,
 

引入 群 体 博 弈 模 型 Hadamard 适 定 性 和

Levitin-Polyak 适定性概念,
 

并在合作均衡存在的基础

上获得这两种适定性成立的充分性条件。
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