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摘　 要:针对一类非凸半无限多目标规划问题,建立了其近似解的最优性条件。 借助切向次微分定义了

新的正则条件以及广义不变凸函数,值得注意的是,涉及的函数并不需要满足局部 Lipschitz 条件。 首先,给
出半无限多目标规划问题的(η,ε) -拟弱有效解和(η,ε) -拟有效解的定义,在正则条件的假设下,获得(η,
ε) -拟弱有效解的必要最优性条件;然后,在广义不变凸性假设下,获得(η,ε) -拟(弱)有效解的充分最优性

条件;所得结果推广和改进了相关文献的主要结论。
关键词:半无限多目标规划;
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0　 介　 绍

半无限多目标规划问题是在约束函数个数无限

的条件下研究有限多个目标函数的优化问题。 它在

数学、物理、工程设计、经济管理以及合作博弈等领域

有着广泛的应用,目前已取得了许多研究成果[1-3] 。

函数的凸性在优化理论中扮演着重要角色,特

别是在建立解的充分最优性条件中起关键性作用。

然而凸性条件在很多工程和经济问题中却很难满

足。 因此,很多学者从不同方面对凸函数进行推广,

并研究了相应非凸优化问题。 Golestani 等[4] 借助

Clarke 次微分在约束规格假设下得到了多目标规划

问题局部(弱)有效解的必要最优性条件,并在不变

凸函数的假设下,得到了多目标规划问题有效解的

充分最优性条件;Chuong 等[5] 利用 Mordukhovich 次

微分在极限约束规格和广义凸性条件下,分别得到

了半无限多目标规划问题有效解和弱有效解的必要

和充分条件。 然而,在实际应用中,许多问题的精确

解无法求得,利用数值算法大多只能获得其近似解。

因此,研究近似解的最优性条件具有重要的理论价

值和实际意义。 Golestani 等[6] 将文献[4]中的有效

解推广到近似解的情形,借助 Clarke 次微分在约束

规格假设下得到了多目标规划问题局部 ε-拟(弱)

有效解的必要最优性条件,并在 KT 近似伪凸-仿射

的条件下,得到了 ε-拟(弱)有效解的必要条件;Jiao

等[7]将文献[5] 中的有效解推广到了近似解的情

形,同样借助 Mordukhovich 次微分在极限约束规格

和广义凸性条件下,获得了半无限单目标规划问题

拟 ε-有效解的必要和充分条件。 值得注意的是,上
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述文献涉及的函数都是 Lipschitz 连续的。 然而,在

实际中许多函数并不满足局部 Lipschitz 这一较强的

条件。 如何在函数不满足局部 Lipschitz 假设下研究

非凸半无限多目标规划问题近似解的最优性条件将

是本文讨论的重点。

最近,Tung[8-9] 利用切向次微分和正则条件获

得了半无限多目标规划问题有效解的必要最优性条

件,并在 Dini-伪凸和 Dini-拟凸假设下获得了(弱)

有效解的充分条件;刘娟等[10]利用切向次微分研究

了半无限多目标规划问题的混合型对偶。 注意到,

文献[8-10]中所涉及的函数不必是局部 Lipschitz

连续的。 受文献[4-10]的启发,本文利用切向次微

分研究了非凸半无限多目标规划问题近似解的最优

性条件。 首先引入(η,ε)-拟(弱)有效解的定义,并

借助切向次微分,给出了 Dini-拟不变凸函数、(η,

ε)-伪不变凸函数以及严格(η,ε)-伪不变凸函数的

定义。 然后,利用正则条件和三类新的广义不变凸

函数,获得了半无限多目标规划问题(η,ε)-拟(弱)

有效解的必要和充分最优性条件。 所得结果推广并

改进了文献[8-9]中的主要结果。

1　 预备知识

设 Rn 表示 n 维欧氏空间,用<·,·>与‖·‖

分别表示 Rn 中的内积和范数。 设 S⊆Rn 为非空子

集,用 int
 

S,cl
 

S 与 co
 

S 分别表示 S 的内部、闭包与

凸包;pos
 

S 表示由 S 生成的凸锥;S 的负极化锥和

严格负极化锥分别定义为

S- : = {x∗∈Rn:<x∗,x>≤0,∀x∈S}

Ss: = {x∗∈Rn:<x∗,x><0,∀x∈S}

设 􀭰x∈cl
 

S,S 在 􀭰x 处的弱可行方向锥定义为

F(S,􀭰x): = {x∈Rn:∃τk↓0,􀭰x+τkx∈S}

设 f:Rn→R 是一个实值函数,f 在 􀭰x∈Rn 处沿方

向 d∈Rn 的方向导数(Dini 导数)定义为

f
 

′( 􀭰x;d): = lim
t↓0

f( 􀭰x+td) -f( 􀭰x)
t

当 d= 0 时,有 f
 

′(􀭰x;0)= 0。 如果 f 在 􀭰x∈Rn 处沿任意

方向 d 的方向导数都存在,则称 f 在 􀭰x 处是方向可微

的。 如果对任意的 d∈Rn,f
 

′(􀭰x;d)存在、有限且 f
 

′

(􀭰x;d)关于 d 是凸函数,则称 f 在 􀭰x 处是切凸[11] 的。

注意到 f
 

′(􀭰x;d)关于 d 是正齐次且连续的。

定义 1[11]
 

　 设 f:Rn →R 是一个实值函数,f 在
􀭰x∈Rn 处的切向次微分定义为

∂T f( 􀭰x): = {ξ∈Rn:f
 

′( 􀭰x;d)≥<ξ,d>,∀d∈Rn}

如果 f 在 􀭰x 处是切凸的,则 f
 

′( 􀭰x;·)是次线性的,于

是∂Tf(􀭵x)≠∅且 f
 

′( 􀭰x;·)是∂Tf(􀭵x)的支撑函数,即

f
 

′( 􀭰x;d)
 

=
 

max
ξ∈∂Tf(􀭰x)

 

〈ξ,d〉,∀d∈Rn

如果 f 是凸函数,那么 f 在 􀭰x 处是切凸的且∂Tf(􀭵x)=

∂f(􀭵x),这里∂表示凸函数定义的次微分。

设 􀭰x∈Rn,f:Rn →R 是局部 Lipschitz 函数,函数 f

在 􀭰x处沿方向 d∈Rn 的 Clarke 方向导数[12]定义为

f
 

°( 􀭰x;d): = lim
 

sup
x→􀭰x

t↓0

f(x+td) -f(x)
t

函数 f 在 􀭰x 处的 Clarke 次微分[12]定义为

∂Cf(􀭵x)= {ξ∈Rn ∣ f
 

°( 􀭰x;v)≥<ξ,v>,∀v∈Rn}

因此,有

f
 

°( 􀭰x;v)= max{ <ξ,v>∣ ξ∈∂C f( 􀭰x)},∀v∈Rn

如果对任意的 d∈Rn, f
 

′( 􀭰x;d) 存在且 f
 

°( 􀭰x;d) =

f
 

′( 􀭰x;d),则称 f 在 􀭰x 处是 Clarke 正则的。 如果 f 在
􀭰x 处是局部 Lipschitz 且 Clarke 正则的,则 f 在 􀭰x 处是

切凸的且∂Tf(􀭵x)= ∂Cf(􀭵x)。

条件 C[13] 　 设 η:Rn×Rn→Rn,称函数 η 满足条

件 C,如果∀x,y∈S,∀t∈ 0,1[ ] ,有

η x,x+tη y,x( )( ) = -tη y,x( )

引理 1[14] 　 设{C t:t∈Γ}为 Rn 中任意非空凸

集族,K= pos ∪
t∈Γ

C t( ) ,则 K 中每个非零向量都能够表

示为来自不同 C t 的线性无关向量的非负线性组合。

引理 2[1] 　 设 S 和 P 是两个任意的指标集(可

能无限),as =a( s)= (a1( s),…,an( s))是从 S 到 Rn

的映射,ap =a(p)= (a1(p),…,an(p))是从 P 到 Rn

的映射。 假设集合 co as,s∈S{ } +pos ap,p∈P{ } 是闭

集,则如下表述等价:

I　
〈as,x〉 <0,S≠∅

〈ap,x〉≤0,p∈P{
 

,此系统无解,x∈Rn;

II　 0∈co as,s∈S{ } +pos ap,p∈P{ } 。

24
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2　 最优性条件

考虑如下半无限多目标优化问题:

(P)
 

min
 

f(x)= ( f1(x),…,fm(x))

s. t.
 

gt(x)≤0,t∈T,x∈Rn
 

其中,fi:Rn→R,i∈I: = {1,2,…,m}以及 gt:Rn→R,

t∈T,T 是任意非空指标集(不必有限)。 记问题

(P)的可行集为 Ω,即

Ω: = {x∈Rn:gt(x)≤0,t∈T}

广义有限序列空间 R(T) 定义为 R(T) : = {u = (ut ) t∈T:

ut∈R,t∈T 但只有有限个 ut≠0}。 R(T)的正锥定义为

R(T)
+ :={u=(ut) t∈T∈R(T) :ut≥0,t∈T}。 在 x∈Ω 处记

积极约束的指标集为 T(x)= {t∈T:gt(x)= 0},在 x∈Ω

处的积极约束乘子集为∧(x):= {u∈R(T)
+ :u+gt(x)=

0,∀t∈T}。 设 λ∈Rm
+ ,向量 λ 的非零分量的指标集为

I(λ):={i∈I:λi>0}。 设 ε = (ε1,ε2,…,εm)∈int
 

Rm
+ ,

下面介绍(η,ε)-拟(弱)有效解的概念。

定义 2　 设 􀭰x∈Ω,η:Rn×Rn→Rn,有

(i)
 

如果对任意的 x∈Ω,下面不等式不成立:

fi(x) <fi( 􀭰x) -εi‖η(x,􀭰x)‖,∀i∈I

则称 􀭰x 是问题(P)的(η,ε)-拟弱有效解。

(ii)
 

如果对任意的 x∈Ω,下面不等式不成立:

fi(x)≤fi( 􀭰x) -εi‖η(x,􀭰x)‖,∀i∈I

且至少一个严格不等式不成立,则称 􀭰x 是问题( P)

的(η,ε)-拟有效解。

注 1　 当 η(x,􀭰x)= x-􀭰x 时,(η,ε)-拟(弱)有效

解退化为文献[6]中的 ε-拟(弱)有效解。

在本文余下部分,设 􀭰x∈Rn,fi,i∈I 和 gt,t∈T

在 􀭰x 处是切凸的,B 是 Rn 中的闭单位球,即 B= {x∈

Rn:‖x‖≤1}。

为了得到问题(P)的(η,ε)-拟弱有效解的必要

最优性条件,需要如下正则条件:

(RC1)　 ( ∪
t∈T( 􀭰x)

∂Tgt(􀭵x)) - ⊆cl
 

F(Ω,􀭰x)

(RC2)　 ∪
j∈I \{ i}

(∂Tfj(􀭵x) +ε jB)( ) s∩

∪
t∈T( 􀭰x)

∂Tgt(􀭵x)( ) s≠∅,∀i∈I

首先证明如下引理:

引理 3　 设函数 η:Rn ×Rn→Rn 满足条件 C,􀭰x∈

Ω 是问题(P)的(η,ε)-拟弱有效解。 假设对任意的

x∈Ω,满足 η(x,􀭰x) +η( 􀭰x,x)= 0,则

{η(x,􀭰x)∈Rn:<ξi,η(x,􀭰x) >+εi‖η(x,􀭰x)‖<0

∀ξi∈∂T fi( 􀭰x),∀i∈I}∩F(Ω,􀭰x)= ∅

证明 　 令 A = {η( x, 􀭰x) ∈Rn: <ξi,η( x, 􀭰x) > +

εi‖η(x,􀭰x)‖<0,∀ξi∈∂T fi( 􀭰x),∀i∈I}。

反证法　 假设存在 η(x,􀭰x) ∈A∩F(Ω,􀭰x),则

η(x,􀭰x)∈A,即对任意的 i∈I,有

<ξi,η(x,􀭰x) >+εi‖η(x,􀭰x)‖<0,∀ξi∈∂T fi( 􀭰x)

则有

f
 

′i( 􀭰x;η(x,􀭰x)) +εi‖η(x,􀭰x)‖ =

max
ξi∈∂Tfi( 􀭰x)

<ξi,η(x,􀭰x) >+εi‖η(x,􀭰x)‖<0,∀i∈I (1)

另一方面,η(x,􀭰x)∈F(Ω,􀭰x),则对任意的 k,存

在 τk↓0,使得 􀭰x+τkη(x,􀭰x) ∈Ω,由式(1)以及条件

C,有

lim
k→∞

fi(􀭰x+τkη(x,􀭰x))-fi(􀭰x)+εi‖η(􀭰x+τkη(x,􀭰x),􀭰x)‖
τk

=

lim
k→∞

fi(􀭰x+τkη(x,􀭰x))-fi(􀭰x)+εi‖η(􀭰x,􀭰x+τkη(x,􀭰x))‖
τk

=

lim
k→∞

fi(􀭰x+τkη(x,􀭰x))-fi(􀭰x)+εiτk‖η(x,􀭰x)‖
τk

=

lim
k→∞

fi(􀭰x+τkη(x,􀭰x))-fi(􀭰x)
τk

+εi‖η(x,􀭰x)‖=

f
 

′i(􀭰x;η(x,􀭰x))+εi‖η(x,􀭰x)‖<0

故存在 N>0,对任意的 k≥N,有

fi( 􀭰x+τkη(x,􀭰x)) -fi( 􀭰x) +

　 　 εi‖η( 􀭰x+τkη(x,􀭰x),􀭰x)‖<0,∀i∈I

这与 􀭰x 是问题( P)的(η,ε)-拟弱有效解矛盾,故结

论成立。

下面建立问题(P)的(η,ε)-拟弱有效解的必要

最优性条件。

定理 1　 设函数 η:Rn ×Rn→Rn 满足条件 C,􀭰x 是

问题(P)的(η,ε)-拟弱有效解。 假设对任意的 x∈

Ω,满足 η(x,􀭰x)+η(􀭰x,x)= 0,(RC1)在 􀭰x 处成立,且

D= co(∪
m

i= 1
(∂T fi( 􀭰x) +εiB)) +pos( ∪

t∈T( 􀭰x)
∂Tgt( 􀭰x))

34
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是闭集,则存在 λ∈Rm
+ 满足∑

m

i= 1
λi = 1 和 u∈Λ(􀭰x),使得

0∈∑
m

i= 1
λ i ∂T fi( 􀭰x) +∑

t∈T
ut ∂Tgt( 􀭰x) +∑

m

i= 1
λ iεiB (2)

此外,若(RC2)在 􀭰x 处成立,则 λ i>0,∀i∈I。
证明　 对任意的 x∈Ω,由引理 3,知
{η(x,􀭰x)∈Rn:<ξi,η(x,􀭰x)>+εi‖η(x,􀭰x)‖<0,

　 　 ∀ξi∈∂T fi( 􀭰x),∀i∈I}∩F(Ω,􀭰x)= ∅
这可推得:

int({η(x,􀭰x)∈Rn:<ξi,η(x,􀭰x)>+εi‖η(x,􀭰x)‖<0,

　 　 ∀ξi∈∂T fi( 􀭰x),∀i∈I})∩clF(Ω,􀭰x)=

{η(x,􀭰x)∈Rn:<ξi,η(x,􀭰x)>+εi‖η(x,􀭰x)‖<0,

　 　 ∀ξi∈∂Tfi(􀭰x),∀i∈I}∩clF(Ω,􀭰x)= ∅ (3)
式(3)结合(RC1),有

{η (x,􀭰x)∈Rn:<ξi,η(x,􀭰x)>+εi‖η(x,􀭰x)‖<0,

∀ξi∈∂Tfi(􀭰x),∀i∈I}∩( ∪
t∈T(􀭰x)

∂Tgt(􀭰x))-⊆

{η(x,􀭰ξ)∈Rn:<ξi,η(x,􀭰x)>+εi‖η(x,􀭰x)‖<0,

∀ξi∈∂T fi( 􀭰x),∀i∈I}∩clF(Ω,􀭰x)= ∅

故不存在 η(x,􀭰x)∈Rn,使得

〈ξi,η(x,􀭰x)〉 +εi‖η(x,􀭰x)‖<0

　 ∀ξi∈∂T fi( 􀭰x),∀i∈I

〈ζt,η(x,􀭰x)〉≤0

　 ∀ζt∈∂Tgt( 􀭰x),∀t∈T( 􀭰x)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

 

成立。 对任意的 e∈B,<e,η(x,􀭰x) >≤‖η(x,􀭰x)‖,
故有

〈ξi+εie,η(x,􀭰x)〉 <0,∀ξi∈∂T fi( 􀭰x),∀i∈I

〈ζt,η(x,􀭰x)〉≤0∀ζt∈∂Tgt( 􀭰x),∀t∈T( 􀭰x){
 

无解。 由引理 2,知

0∈co(∪
m

i= 1
(∂T fi( 􀭰x) +εiB)) +pos( ∪

t∈T( 􀭰x)
∂Tgt( 􀭰x))

再由引理 1 知, 存在 λ ∈ Rm
+ 满足 ∑

m

i= 1
λ i = 1 以及

u∈Λ( 􀭰x),使得

0∈∑
m

i =1
λi ∂Tfi(􀭰x)+ ∑

t∈T
ut ∂Tgt(􀭰x)+ ∑

m

i =1
λiεiB

故存在 ξi∈∂T fi( 􀭰x),i∈I,ηt∈∂Tgt( 􀭰x),t∈T 以及 e∈
B,使得

∑
m

i = 1
λ iξ i + ∑

t∈T
utη t + ∑

m

i = 1
λ iε ie = 0 (4)

下证 λi>0,∀i∈I。 反证法:假设存在 i∈I,使得

λi = 0。 由于(RC2)在 􀭰x 处成立,则存在 μ∈Rn,使得

　 　
〈ξ j+ε je,μ〉 <0,j∈I \{ i}

〈ηt,μ〉 <0,t∈T( 􀭰x){
 

(5)

由式(5),有

〈∑
m

i = 1
λ iξ i + ∑

t∈T
utη t + ∑

m

i = 1
λ iε ie,μ〉 < 0

这与式(4)矛盾,因此 λ i>0,∀i∈I。

为了获得半无限多目标规划问题 ( η, ε)-拟

(弱)有效解的充分最优性条件,定义如下 3 类广义

不变凸函数。

定义 3　 设 S⊂Rn 是凸集,f:Rn→R 在 x∈S 处

是切凸的,称 f 在 x 处是

(i)
 

Dini-拟不变凸函数,如果

f(y)≤f(x)⇒<x∗,η(y,x) >≤0

∀y∈S,∀x∗∈∂T f(x)

(ii)
 

(η,ε) -伪不变凸函数,如果

f(y) <f(x)⇒<x∗,η(y,x) ><-ε‖η(y,x)‖

∀y∈S,∀x∗∈∂T f(x)

(iii)
 

严格(η,ε) -伪不变凸函数,如果

f(y)≤f(x)⇒<x∗,η(y,x) ><-ε‖η(y,x)‖

∀y∈S \{x},∀x∗∈∂T f(x)

注 2　 当 η( y,x) = y-x 时,Dini-拟不变凸退化

为文献[8-9]中的 Dini-拟凸的定义。

下面建立问题( P) 的(η,ε)-拟(弱) 有效解的

充分最优性条件。

定理 2　 设 􀭰x∈Ω,假设存在 λ∈Rm
+ 满足∑

m

i= 1
λ i = 1

以及 u∈Λ( 􀭰x),使得式(2)成立。

(i)
 

如果 fi,i∈I(λ)在 􀭰x 处是(η,εi) -伪不变

凸函数,gt,t∈T( 􀭰x)在 􀭰x 处是 Dini-拟不变凸函数,则

􀭰x 是问题(P)的(η,ε)-拟弱有效解。

(ii)
 

如果 fi,i∈I(λ)在 􀭰x 处是严格(η,εi) -伪

不变凸函数,gt,t∈T( 􀭰x)在 􀭰x 处是 Dini-拟不变凸函

数,则 􀭰x 是问题(P)的(η,ε)-拟有效解。

证明　 由假设知,存在 ξi∈∂T fi( 􀭰x),ζt∈∂Tgt( 􀭰x)

以及 e∈B,使得式(6)成立:
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0 = ∑
m

i= 1
λ iξi+∑

t∈T
utζt+∑

m

i= 1
λ iεie (6)

(i)
 

反证法。 假设 􀭰x 不是问题(P)的(η,ε)-拟

弱有效解,则存在 x∈Ω,使得

fi(x) -fi( 􀭰x) <-εi‖η(x,􀭰x)‖≤0,∀i∈I

由 fi,i∈I(λ)在 􀭰x 处的(η,εi) -伪不变凸性,知

〈ξi,η(x,􀭰x)〉 +εi‖η(x,􀭰x)‖<0

∀ξi∈∂T fi( 􀭰x),∀i∈I (7)

当 i∉I(λ)时,取 λ i = 0;注意,t∈T( 􀭰x)时,有

gt(x)≤gt( 􀭰x)= 0

再由 gt,t∈T( 􀭰x)在 􀭰x 处的 Dini-拟不变凸性,知

〈ζt,η(x,􀭰x)〉≤0,∀ζt∈∂Tgt( 􀭰x) (8)

当 t
 

∉T( 􀭰x)时,取 ut = 0,结合式(7)和式(8) 以及

〈e,η(x,􀭰x)〉≤‖η(x,􀭰x)‖,得

〈∑
m

i = 1
λ iξ i + ∑

t∈T
utζ t + ∑

m

i = 1
λ iε ie,η(x,􀭰x)〉 < 0

这与式(6)矛盾,故结论成立。

(ii) 　 假设 􀭰x 不是问题(P)的(η,ε)-拟弱有效

解,则存在 x∈Ω 且至少存在某一个 i0∈I,使得

fi0(x) -fi0( 􀭰x) <-εi0
‖η(x,􀭰x)‖≤0

fi(x) -fi( 􀭰x)≤-εi‖η(x,􀭰x)‖≤0,∀i∈I \{ i0}{
 

显然 x≠􀭰x。 由 fi,i∈I(λ)在 􀭰x 处的严格(η,εi) -伪

不变凸性,得

〈ξi,η(x,􀭰x)〉 +εi‖η(x,􀭰x)‖<0,∀ξi∈∂T fi( 􀭰x)

(9)

当 i∉I(λ)时,取 λ i = 0;注意,t∈T( 􀭰x)时,有

gt(x)≤gt( 􀭰x)= 0

再由 gt,t∈T( 􀭰x)在 􀭰x 处的 Dini-拟不变凸性,知

〈ζt,η(x,􀭰x)〉≤0,∀ζt∈∂Tgt( 􀭰x) (10)
 

当 t
 

∉T( 􀭰x)时,取 ut = 0,结合式(9)和式(10)以及

〈e,η(x,􀭰x)〉≤‖η(x,􀭰x)‖,有

〈∑
m

i = 1
λ iξ i + ∑

t∈T
utζ t + ∑

m

i = 1
λ iε ie,η(x,􀭰x)〉 < 0

这与式(6)矛盾,故结论成立。

注 3　 文献[8]中的命题 3. 5 对所有函数都有

凸性假设,而定理 2 仅当 i∈I(λ)时,fi 具有凸性假

设,以及当 t∈T( 􀭰x)时,gt 具有凸性假设。 因此,定

理 2 对函数凸性的要求更弱,故定理 2 改进了文献

[8]中的相应结论。

注 4　 定理 1 和定理 2 分别将文献[9]中的命题

3. 5 和文献[8]中的命题 3. 5 推广到了近似解情形。

3　 结　 论

利用切向次微分,研究了一类非凸半无限多目

标规划问题。 在正则条件下,获得了非凸半无限多

目标规划问题(η,ε)-拟弱有效解的必要最优性条

件。 在广义不变凸性假设下,获得了非凸半无限多

目标规划问题(η,ε)-拟(弱)有效解的充分最优性

条件。 所得结果改进了文献[8-9]中相应结果。
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Abstract:
 

Optimality
 

conditions
 

of
 

approximate
 

solutions
 

for
  

nonconvex
 

semi-infinite
 

multiobjective
 

programming
 

problem
 

are
 

established.
 

By
 

means
 

of
 

tangential
 

subdifferential,
 

some
 

new
 

regular
 

conditions
 

and
 

generalized
 

invex
  

functions
 

are
 

defined. It’ s
 

worth
 

noting
 

that
 

the
 

functions
 

involved
 

are
 

not
 

necessarily
 

local
 

Lipschitz.
 

The
 

definitions
 

of
 

(η,ε)-quasi
 

weakly
 

efficient
 

solutions
 

and
 

(η,ε)-quasi
 

efficient
 

solutions
 

for
 

semi-

infinite
 

multiobjective
 

programming
 

problems
 

are
 

introduced.
 

By
 

the
 

regular
 

conditions,
 

the
 

necessary
 

optimality
 

condition
 

of
 

(η,ε)-quasi
 

weakly
 

efficient
 

solutions
 

is
 

obtained.
 

Moreover,
 

the
 

sufficient
 

optimality
 

condition
 

of
 

(η,ε)-quasi
 

(weakly)
 

efficient
 

solutions
 

is
 

proposed
 

by
 

the
 

generalized
 

invex
 

convexity.
 

The
 

results
 

obtained
 

in
 

this
 

paper
 

improve
 

and
 

generalize
 

the
 

corresponding
 

results
 

in
 

the
 

literature.
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effective
 

solution;
 

tangential
 

subdifferential;
 

generalized
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