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摘　 要:针对响应变量随机缺失情况下变系数分位数回归模型的非参数估计问题,提出了将 B 样条和

逆概率加权相结合的估计方法。 缺失数据在统计工作中难免会遇到,首先用 logistic 模型产生响应变量的缺

失概率,然后对变系数模型的系数函数采用 B 样条逼近技术,利用缺失概率构建逆概率加权分位数回归的

损失函数,得到模型的未知系数函数估计;在模拟研究中,将得到的估计与直接使用完全数据的估计方法进

行对比,发现在响应变量随机缺失下,将 B 样条和逆概率加权相结合的变系数模型分位数回归在有限样本

情况下表现良好,模拟研究结果表明该方法有效;最后将所研究的方法运用到挪威公共道路管理局收集的奥

斯陆地区相关数据中,研究了空气中二氧化氮浓度与道路车流量和风速之间的关系,得出合理的结论,进一

步证明了该方法的合理性。
关键词:响应变量缺失;B 样条;逆概率加权;分位数回归
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0　 引　 言

变系数模型最早由 Hastie 等[1] 提出,是重要的

非参数模型,可以看作是非参数模型和半参数模型

的推广,该模型具有稳健性,且模型假设少,具有更

强的适应性。 它能很好地分析回归系数随着时间等

诸因 素 的 变 化。 假 设 Y 为 响 应 变 量, X =
X1,X2,…,Xp( ) T∈Rp 为 p 维协变量,则变系数模型

有如下形式:
 

Y = XTβ U( ) + ε (1)
其中,U 为光滑变量,β(·)= (β1

 (·),β2(·),
…,βp(·))T

 

∈Rp 为未知的关于 U 的函数向量,模型

误差 ε 与 X,U( ) 相互独立。
在统计工作中,由于调查人员的疏忽,需要的信

息暂时还没办法获得,获取成本很高,因此难免会遇

到缺失数据。 Rubin 对缺失机制的问题构造了 3 种

概念:完全随机缺失( MCAR)指是数据的缺失与完

全观测数据和不完全观测数据都无关;随机缺失

(MAR)是数据缺失与完全观测数据有关,与不完全

观测数据无关;不完全缺失(MNAR)是指缺失数据

与不完全观测数据本身有关。 近几十年,对于缺失

数据下变系数模型的研究也有很大的进展。 李志强

等[2]采用最小二乘方法,分别用拟似然借补估计和

加权拟似然借补估计来处理缺失数据,发现两种方

法估计的精度差别不大;Cai 等[3] 用局部多项式估

计方法估计系数函数,并推导出系数函数的标准误

差公式,提出一种基于非参数最大似然比的拟合优

度检验技术。 这些研究都是基于最小二乘方法展开

的,最小二乘方法计算简单,但前提条件比较苛刻,
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对离群点敏感。 为了提高估计的效率, Koenker
等[4]提出了分位数回归模型,它是根据被解释变量

的条件分位数对解释变量进行回归,不需要对误差

项的分布作假设,适应性更强;Honda[5] 将系数函数

用局部多项式方法展开,研究了变系数分位数回归

模型的参数估计问题,证明了其渐进性质;Guo 等[6]

用局部复合分位数方法研究了误差项带有异方差的

变系数模型,提出的新方法可以对系数函数和异方

差同时进行估计。
对于缺失数据的处理,一个简单的方法是直接

用完全数据进行估计,但是在数据存在随机缺失的

情况下,这样做会使得偏差很大。 学者们提出了许

多关于缺失数据处理的方法,比如逆概率加权、回归

借补法、多重插补以及增强的逆概率加权方法等,为
处理缺失数据提供很多的参考和帮助。 Horvitz
等[7]在 1952

 

年提出了逆概率加权方法;Tan 和 Sun
等[8-9]用此方法研究了当协变量存在缺失时,变系

数复合分位数回归模型的参数估计问题;此外,Sun
等[9]对比了分别用非参数和参数方法估计缺失概

率时的差别。 当影响因素对缺失机制的影响不清楚

时,学者们大多会选择非参数估计,但非参数估计可

能会涉及“维数灾祸”的问题,参数估计就成为一个

很好的选择。 比较常用的参数估计模型是 logistics
模型,其形式为 logit

 

π U,X( )( ) = α0 + α1U + αT
2X ,

其中 logit u( ) = log u
1 - u( ) , α = α0,α1,αT

2( ) 为未

知参数向量。
除了用局部多项式近似未知的系数函数,还可

以用样条估计方法近似逼近系数函数。 1946 年,
Schoenberg 提出了 B 样条估计方法,Zhao 等[10] 用 B
样条方法逼近半参数变系数部分线性模型的系数函

数部分,结合 SCAD 惩罚方法,研究了模型的变量选

择问题;Du 等[11]研究了 B 样条近似的变系数部分

线性模型的变量选择,与 Zhao 等[10] 不同的是他们

选择了分位数回归方法,在选择重要变量的同时又

估计了未知系数;Jin 等[12] 将 B 样条和逆概率加权

相结合,考虑了当协变量缺失时,变系数部分线性模

型的复合分位数回归,并结合了自适应 Lasso 方法,
研究了变量选择问题。

相较于均值回归模型,分位数回归模型不仅可

以避免均值回归因异常值或极端值对于统计推断的

影响,而且挖掘出的信息更加丰富,获取的数据对响

应变量的描述更完整。 对于缺失数据下的变系数模

型,使用局部多项式近似系数函数的研究已经有很

多,但该方法存在以下问题:第一,计算速度比较慢;
第二,涉及窗宽的选择,且对窗宽很敏感;第三,涉及

拟合多项式阶数的选取。 所以这里选择 B 样条近

似逼近系数函数。 B 样条可以将式(1)转换为样条

基的线性组合,操作起来方便,且只需要简单节点数

的选择,对节点数目不太敏感。 对于基于 B 样条的

回归问题,鲜有学者将其与缺失数据结合起来,而缺

失数据在统计工作中难免会遇到。 因此,本文针对

响应变量随机缺失,研究了变系数分位数回归模型

的参数估计问题。 首先用 logistic 模型产生响应变

量的缺失概率,然后对变系数模型的系数函数采用

B 样条逼近技术,利用缺失概率构建逆概率加权分

位数回归损失函数,得到模型的未知系数函数估计,
通过模拟研究证明所研究方法的有效性,最后通过

实例分析进一步证明方法的合理性。

1　 变系数分位数回归的 IPW 估计

假设 Yi,Xi,Ui,δi( ){ } n
i= 1 是来自式(1) 的独立

样本,即
Yi =XT

i β Ui( ) +εi,i= 1,2,…,n, (2)
其中,β ( ·) = β1 ·( ) ,β2 ·( ) ,…,βp ·( )( ) T ∈Rp

为系数函数;Xi∈Rp,Ui∈R, Xi,Ui( ) 可以完全观测

到;Yi 随机缺失,当 δi = 1 时,Yi 可以观测到;当 δi = 0
时,Yi 缺失。 大多数的文献中都假定缺失机制是随

机缺失的,同时这也符合普遍的实际情况。 这里假

设 Yi 是随机缺失的,则有以下关系:
P δ= 1 |X,U,Y( ) =P δ= 1 |X,U( )

设样条节点集合为 ξi{ }
2(m+1)+kn
i= 1 ,且满足 ξ1 = … =

ξm+1 = a < ξ(m+1)+1 < … < ξ(m+1)+kn
< b = ξ(m+1)+kn+1 = … =

ξ2(m+1)+kn
。 记 B( u) = B1 u( ) ,…,BK j

u( )( ) T,是一组

m+1 阶的 B 样条基函数,其中 K j =m+kn +1,表示渐

进 β j Ui( ) 所需要的 B 样条的数量, ξi{ }
(m+1)+kn
i=(m+1)+1 称为

内部节点, kn 为内部节点个数,则对于任意 u ∈
a,b[ ] ,β j u( ) 可以用 B 样条基函数 B u( ) 近似逼近:

β j u( ) = ∑
K j

s = 1
γ j,sBs u( ) = BT u( ) γ j

其中,γ j = γ j1,γ j2,…,γ jK j
( ) Τ,j= 1,2,…,p。

当数据未发生缺失时,γ的 B 样条分位数回归

估计 γ^ = γ^ T
1 ,γ^ Τ

2 ,…,γ^ T
p( ) T,可由式

 

(3)得到:
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γ^ =argmin
γ

∑
n

i = 1
ρ τ Yi - WT

i γ( ) (3)

其中 ρτ u( ) = u τ-I u<0( )[ ] 是 τ 分位损失函数,
Xi = Xi1,Xi2,…,Xip( ) ,γ= γT

1 ,γΤ
2 ,…,γT

p( ) T 为 B 样条系

数,
 

Wi = Xi1BT Ui( ) ,Xi2BT Ui( ) ,…,XipBT Ui( )( ) T,γ^ j =

γ^ j1,γ^ j2,…,γ^ jKj( ) Τ,则 β u( ) 的第 j 个基于 B 样条的分

位数回归估计为 β^ j u( ) =BT u( ) γ^ j。
当数据发生缺失时,直接使用完全数据,用 B

样条逼近系数函数得到 γ 的估计 γ^ CC,可通过式
 

(4)得到:

γ^ CC =argmin
γ

∑
n

i = 1
δ iρ τ Yi - WT

i γ( ) (4)

从而得到 β u( ) 的第 j 个基于完全数据的分位数回

归估计为 β^ CCj u( ) =BTγ^ CC
j 。

在实际情况中,缺失概率一般来说是未知的,缺
失概率在很多文献中也被称为倾向得分。 对于缺失

概率的估计,许多学者选择用非参数估计,比较常用

的非参数估计是 Nadaraya-Watson 估计,形式如下:

π^ u( ) =
∑

n

i = 1
δ iKh Ui - u( )

∑
n

i = 1
Kh Ui - u( )

其中,Kh ·( ) =K · / h( ) / h 是带宽为 h 的核函数,维
数为 p, Ui,δi( ) ,i = 1,2,…,n,为来自 U,δ( ) 的一个

随机样本。 显然,这种非参数估计在 U 为高维的情

况下可能出现“维数灾祸”的问题,因此本文考虑使

用参数估计方法来估计缺失概率。 假设

P δ= 1 |X,U,Y( ) =P δ= 1 |X,U( ) =
P δ= 1 |Z i( ) =π Z i,α( ) (5)
其中 Z i = Xi,Ui( ) T,假设

π Z i,α( ) =
exp α0 +α1Ui+αΤ

2 Xi( )

1+exp α0 +α1Ui+αΤ
2 Xi( )

其中,α= α0,α1,αT
2( ) 是未知参数向量,根据式(5)

可得到似然函数:

L α( ) = ∏
n

i = 1
π Z i,α( )

δ i 1 - π Z i,α( )[ ]
1-δ i

通过最大化似然函数可以得到 α的估计 α^ ,令

UB α( ) =
δi-π Z i,α( )

π Z i,α( ) 1-π Z i,α( )[ ]

∂π Z i,α( )

∂α
, 则

α^ 满足 UB α( ) = 1
n ∑

n

i = 1
UBi α( ) = 0。

简记 πi =π Z i,α( ) ,π^ i =π Z i,α
^

( ) ,基于 B 样条

逼近技术,利用逆概率加权方法得到 γ 的估计 γ^ W

可由式(6)得到:
 

γ^ W =argmin
γ

∑
n

i = 1

δ i

π^ i

ρ τ Yi - WT
i γ( ) (6)

从而得到当缺失概率已知时,β u( ) 的第 j 个基于 B
样条的逆概率加权分位数回归估计为 β^ W

j u( ) =

BT u( ) γ^ W
j 。

节点数目在未知系数函数的光滑程度和将拟合

的数据之间起到一个平衡的作用。 对于节点数 kn

的选择,可以极小化某个准则函数来实现,常用的准

则函数有 AIC 信息准则、BIC 信息准则、交叉验证和

广义交叉验证。 He 等[18] 发现,在选择 B 样条的节

点数时,用信息准则选取要优于用交叉验证和广义

交叉验证,而 AIC 信息准则容易出现过拟合的现

象,即节点数目选得过大。 所以选择极小化 BIC 准

则来选择节点数目:

BIC kn( ) = log ∑
n

i = 1

δ i

π^ i

ρτ Yi - WT
i γ

^
( )( ) + log

 

n
n

× k

(7)

其中, k = ∑
p

j = 1
K j 表示式(2)中待估参数的个数。

2　 数值模拟

2. 1　 计算过程

关于变系数分位数回归模型的非参数估计,很多

软件都可以实现,目前比较常用的方法是调用 R 软件

中的 quantreg 包实现。 假设{(Yi,Xi,Ui,δi)}n
i=1 是来

自模型式(1)的独立样本,不妨假设前 n1 个 Yi 可以观

测到,则后 n-n1 个 Yi 缺失,模型的非参数函数估计过

程如下:
(1)

 

使用 logistic 模型以及缺失机制,用 glm 函数

产生缺失概率 π̂i,并根据缺失机制得到完全数据

Yi,Xi,Ui,δi( ){ }
n1
i=1;

(2)
 

假设 B 样条函数的阶数为 M,B i,q(u)表示

第 i 个 q 阶 B 条基函数, ξi{ }
2M+kn
i= 1 为样条节点,定义

B i,1(u)= 1,ξi≤u≤ξi+1
0,otherwise{

B i,q(u)=
(u-ξi)B i,q-1(u)

ξi+q-1 -ξi
+

(ξi+q-u)B i+1,q+1(u)
ξi+q-ξi+1

其中,i= 1,…,2M+kn -q。 上述公式为 Cox-de-Boor
递推公式。 根据递推公式产生 3 次 B 样条基函数,然
后根据式(7)的 BIC 准则实现节点数的选择;

84
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(3)
 

用式(1)中产生的
 

Yi,Xi,Ui,δi( ){ }
n1
i= 1,根

据式(4)实现基于完全数据的变系数模型的分位数回

归估计 β^ CC;
(4)

 

使用 Yi,Xi,Ui,δi( ){ } n
i= 1,调用 R 软件中的

quantreg 包,根据式(6)实现基于逆概率加权的分位

数回归,得到 β^ W 的估计。
2. 2　 模拟准备

考虑模型:
Y=β1(U)X1 +β2(U)X2 +0. 5ε

其中,X1 ~ N 0,1( ) ,X2 ~ N 0,1( ) ,U ~ U 0,1( ) ,
 

ε ~
N 0,1( ) ,系数函数 β1 u( ) = cos

 

2πu,β2 u( ) = sin
 

2πu,
假设 X1,X2,U,ε 相互独立。

用 logistic 模型产生缺失数据,考虑如下两种缺

失机制:
 

π Z,α( ) =
exp 2-0. 5x1 +0. 5x2 +0. 5U( )

1+exp 2-0. 5x1 +0. 5x2 +0. 5U( )

 

π Z,α( ) =
exp 0. 5+0. 5x1 +0. 5x2 +U( )

1+exp 0. 5+0. 5x1 +0. 5x2 +U( )

随机生成 n 个服从二项分布的 δ,生成的概率

为上述两种缺失概率,根据程序模拟出的两种缺失

概率的比例约为 11%和 33%。
对于 τ= 0. 25,0. 5,0. 75,抽取的样本容量为 n=

100,200 时,分别模拟 300 次,取 300 次模拟结果的

平均值作为最终的估计值,计算 β 的以下 3 种估计:
(1)

 

数据没有发生缺失时的估计 β^ ,作为其他

模拟结果的参考;
(2)

 

直接使用完全数据得到的估计 β^ CC;

　 　 (3)
 

基于逆概率加权方法得到的估计 β^ W;
为验证估计 β^ ·( ) 的性质,引入平均均方差的

平方根(RASE),其值为

FRASE = 1
ngrid

∑
ngrid

s = 1
∑

p

j = 1
β^ j us( ) - β j us( )[ ] 2

其中,ngrid 为估计 β u( ) 时格子点的数量。
2. 3　 模拟结果与结论

根据以上模拟前的准备,按照计算过程中的思路,
用 R 软件模拟得到如下结果(表 1,表 2,图 1,图 2):

表 1
 

　 β U( ) 3 种估计的 RASE 值(缺失概率 1)
Table

 

1　 RASE
 

values
 

of
 

three
 

estimators
 

of
 

β(U)
(missing

 

probability
 

1)

n 估　 计 τ= 0. 25 τ= 0. 5 τ= 0. 75

100
β^ 0. 036 0. 037 0. 037
β^ CC 0. 048 0. 037 0. 044
β^ W 0. 037 0. 032 0. 046

200
β^ 0. 020 0. 017 0. 019
β^ CC 0. 025 0. 020 0. 022
β^ W 0. 018 0. 017 0. 020

表 2
 

　 β(U)3 种估计的 RASE 值(缺失概率 2)
Table

 

2　 RASE
 

values
 

of
 

three
 

estimators
 

of
 

β(U)
(missing

 

probability
 

2)

n 估　 计 τ= 0. 25 τ= 0. 5 τ= 0. 75

100
β^ 0. 036 0. 037 0. 037
β^ CC 0. 050 0. 042 0. 044
β^ W 0. 051 0. 038 0. 038

200
β^ 0. 021 0. 017 0. 019
β^ CC 0. 032 0. 020 0. 028
β^ W 0. 032 0. 017 0. 024
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图 1　 3 个分位点 IPW 估计拟合效果(缺失概率 1)

Fig. 1　 The
 

fitting
 

effect
 

of
 

IPW
 

estimation
 

for
 

three
 

subsites
 

(missing
 

probability
 

1)
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图 2　 三个分位点 IPW 估计拟合效果(缺失概率 2)
Fig. 2　 The

 

fitting
 

effect
 

of
 

IPW
 

estimation
 

for
 

three
 

subsites
 

(missing
 

probability
 

2)

　 　 图 1,图 2 黑色实线代表真实曲线,虚线代表拟

合曲线。 其中,从左到右依次代表 τ = 0. 25,0. 5,0. 75
时,β1 U( ) 的逆概率加权估计拟合曲线。 从上到下依

次代表 n= 100,200 时的逆概率加权估计拟合曲线。
表 1 和表 2 分别展示了两种缺失机制下 β 的 3

种估计的平均均方差平方根值,从模拟结果可以得

到以下结果:
(1)

 

利用完全数据分位数回归估计,结果整体

上比相应的基于逆概率加权的分位数回归方法的

RASE 值偏大,说明基于逆概率加权的分位数回归

较基于完全数据的分位数回归估计效果好;
(2)

 

对于同一个估计,随着样本量的增加,对应

的模拟结果数值也会减小,说明样本量的增加也会

减小 3 种估计的平均均方差;
(3)

 

对比两种缺失机制,第二种缺失机制的

RASE 值普遍大于第一种缺失机制的 RASE 值,说
明缺失比例越高,估计效果越差。

图 1 和图 2 展示了当 n= 100,200 时,3 个分位点

下分别模拟 300 次 β1 U( ) 的 IPW 估计拟合效果图。
从图中也可以看出,样本量越大,拟合效果越好,且缺

失比例越大,拟合效果越差。 总之,在响应变量随机

缺失下,将 B 样条和逆概率加权相结合的变系数模型

分位数回归在有限样本情况下表现良好。

3　 实例分析

接下来用本文所研究的利用 B 样条结合逆概

率加权的方法研究空气污染的数据集。 二氧化氮是

形成光化学烟雾和酸雨的主要物质之一,它会直接

攻击人体的肺部,对人体造成很大的危害,尤其是老

人或者呼吸系统有疾病的人,当二氧化氮的累计浓

度增大时,会与大气中的臭氧发生化学反应,造成臭

氧的损耗,而臭氧就像一把保护伞可以保护我们免

受短波紫外线的伤害,所以研究二氧化氮浓度与哪

些因素有关很有必要。 许多学者拿该组数据研究变

系数模型,比如 Tang 和 Sun
 

等[8-9] 。
该组数据来源于 StatLib,是由挪威公共道路管理

局收集的关于挪威奥斯陆地区的相关数据,时间跨度

为 2001-10—2003-08,目的是研究空气污染与道路

车流量和气象因子之间的关系。 该数据集的样本量

为 500 个,其中包括的变量有每小时二氧化氮(NO2 )
浓度的对数(粒子)、每小时车流量的对数、离地面

2
 

m 的温度(℃)、风速(m / s)、离地面 25
 

m 与离地面

2
 

m 的温度差(℃)、风向(0° ~ 360°之间)、每天的时

刻、从 2001 年 10 月 1 日到观测时间隔的天数。
参照 Sun 等[9] ,设响应变量 Y 为每小时的对数

二氧化氮浓度,协变量 x1 为每小时对数车流量,x2

为风速,t 为每天的时刻,利用本文提出的方法研究

Y 与 x1,x2 以及 t 之间的关系,建立以下模型:
Y=β1(T)X1 +β2(T)X2 +ε

首先 , 对 响 应 变 量 和 协 变 量 进 行 标 准

化 , 将它们化成均值 为 0 , 方 差 为 1 的 数 据 。
为了验证所研究估计方法的效率 , 假设数据

为随 机 缺 失 ( M AR ) , 产生 δ 的 缺 失 机 制 为

π( Z, α) =
exp 0 . 5 + 0 . 5 x 1 + 0 . 5 x 2 + U( )

1 + exp 0 . 5 + 0 . 5 x 1 + 0 . 5 x 2 + U( )
,

响应变量的缺失约为 33%。 这里选用三次 B 样条

基函数逼近未知系数函数,节点为均匀节点,假设两

个系数函数的节点数目是一样的,用 BIC 准则选取

的内部节点数量为 4,在 τ = 0. 5 时,模拟 300 次,取
300 次结果的平均值,得到了基于 B 样条的变系数

模型的逆概率加权分位数回归估计,见图 3。
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图 3　 系数函数 β1 T( ) 和 β2 T( ) 估计

Fig. 3　 Estimation
 

of
 

coefficient
 

function
 

β1 T( ) and
 

β2 T( )

从图中可以看出,二氧化氮浓度与每小时的对

数车流量成正相关,说明每小时经过的车辆越多,二
氧化氮浓度越高;风速对二氧化氮浓度的影响为负,
即在其他条件不变时,风速越大,二氧化氮浓度越

低,这与实际情况是一致的;化石燃料的燃烧会带来

大量的二氧化氮,所以车流量越大污染越严重;当风

速大时,大气流动性越强,二氧化氮进入大气后会被

稀释,浓度就会降低。
近几年,环境保护已经成为热点讨论话题,针对

实例分析结果,提出以下几个建议:从根源上减少汽

车尾气排放,在技术上,可以对汽车尾气处理技术做

出改进,对尾气处理技术不达标的汽车进行淘汰或者

改造,对汽车的发动机做出改进,使得燃烧更充分等;
对城市的交通规划做出改进,尤其是在上下班高峰

时,避免因道路拥挤造成发动机燃油燃烧不充分,燃
油燃烧不充分时排放的二氧化氮是正常行驶情况下

的好几倍,合理的交通规划可以缓解城市拥堵的现

象;从民众层面上讲,政府要主动积极宣传生态环保、
绿色出行理念,增强居民环境保护意识和综合素质,
大力推进新能源汽车的使用,鼓励市民使用公交、地
铁出行;发动群众力量植树造林,尽可能减小汽车尾

气带来的危害。 同时,还需要立法执法,比如严格要

求汽车的排放标准以及燃油标准,限制排量大的汽车

的出行时间和区域;杜绝任何人或者组织实施任何破

坏环境的活动,做到有法可依,执法必严。

4　 结束语

本文研究了变系数模型,用 B 样条技术逼近变

系数模型的系数函数,基于逆概率加权,构造了响应

变量缺失下分位数回归估计的损失函数,得到了未

知系数函数的估计。 在模拟研究中,用没有数据缺

失时的系数函数估计作为参考,与直接使用完全数

据的估计方法进行对比,模拟研究证明了该方法的

有效性。 将该方法应用到挪威公共道路管理局收集

的关于奥斯陆地区的相关数据中,研究了空气中二

氧化氮浓度与道路车流量和风速之间的关系,发现

二氧化氮浓度与每小时的对数车流量成正相关,与
风速成负相关关系,与实际情况一致,进一步证明了

所研究方法的合理性,并给出了部分建议。
本文考虑的模型是变系数模型,还可以将模型

推广到部分线性变系数模型、单指标变系数模型等;
对于缺失数据问题,除了本文研究的响应变量缺失,
还可以考虑协变量缺失或者响应和协变量同时缺失

时的情形;对于 B 样条逼近技术中节点数的选择,
假设每个系数函数估计所需要的节点数是相同的,
还可以考虑节点数不同的情况。 这些问题都是后续

研究的重要内容。
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Regression
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Varying
 

Coefficient
 

Model
 

with
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Response
 

Variables
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Abstract:
 

Aiming
 

at
 

the
 

problem
 

of
 

non
 

parameter
 

estimation
 

of
 

varying
 

coefficient
 

quantile
 

regression
 

model
 

in
 

the
 

case
 

of
 

random
 

missing
 

response
 

variables,
 

an
 

estimation
 

method
 

combining
 

B-spline
 

and
 

inverse
 

probability
 

weighting
 

is
 

proposed.
 

Missing
 

data
 

is
 

inevitable
 

in
 

statistical
 

work.
 

Firstly,
 

the
 

missing
 

probability
 

of
 

response
 

variable
 

is
 

generated
 

by
 

logistic
 

model.
 

Then,
 

the
 

coefficient
 

function
 

of
 

varying
 

coefficient
 

model
 

is
 

approximated
 

by
 

B-spline.
 

The
 

loss
 

function
 

of
 

inverse
 

probability
 

weighted
 

quantile
 

regression
 

is
 

constructed
 

by
 

using
 

missing
 

probability,
 

and
 

the
 

estimation
 

of
 

unknown
 

coefficient
 

function
 

is
 

obtained.
 

In
 

the
 

simulation
 

study,
 

the
 

estimation
 

is
 

compared
 

with
 

the
 

estimation
 

method
 

using
 

complete
 

data
 

directly.
 

It
 

is
 

found
 

that
 

the
 

quantile
 

regression
 

of
 

variable
 

coefficient
 

model
 

combining
 

B-spline
 

and
 

inverse
 

probability
 

weighting
 

performs
 

well
 

in
 

the
 

case
 

of
 

limited
 

samples
 

in
 

the
 

case
 

of
 

random
 

missing
 

of
 

response
 

variables,
 

and
 

simulation
 

results
 

show
 

that
 

the
 

method
 

is
 

effective.
 

Finally,
 

the
 

research
 

method
 

is
 

applied
 

to
 

the
 

relevant
 

data
 

of
 

Oslo
 

collected
 

by
 

the
 

Norwegian
 

Public
 

Roads
 

Administration,
 

and
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

concentration
 

of
 

nitrogen
 

dioxide
 

in
 

the
 

air
 

and
 

the
 

road
 

traffic
 

flow
 

and
 

wind
 

speed
 

is
 

studied.
 

The
 

reasonable
 

conclusion
 

is
 

drawn,
 

which
 

further
 

proves
 

the
 

rationality
 

of
 

the
 

proposed
 

method.
Key

 

words:
 

missing
 

response
 

variables;
 

B-spline;
 

inverse
 

probability
 

weighting;
 

quantile
 

regression
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