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摘摇 要:首先推广了 Kumar 等对于累积剩余 Tsallis 熵的研究,提出了累积剩余( r,s)熵的定义,给出了其

有界性的充分性及一些不同的单变量连续分布的累积剩余( r,s)熵的表达式;接着给出了相应的动态累积剩

余( r,s)熵的定义和一些性质;最后利用累积剩余(r,s)熵与平均剩余寿命函数、风险率函数的关系来刻画一些

分布,指出含有多参数的累积剩余(r,s)熵对基于 Renyi 熵、Tsallis 熵等单参数的累积剩余熵具有参考意义。
关键词:( r,s)熵; 累积剩余熵; 生存函数; 风险率函数; 平均剩余寿命函数
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0摇 引摇 言

信息论中,Shannon 熵在度量随机变量 X 相关

的离散度、波动性或不确定指数方面起着至关重要

的作用。 在这里,X 是绝对连续的非负随机变量,具

有概率密度函数 f(x)和生存函数F(x)= P(X>x)。
由 Shannon 微分熵给出的随机变量 X 相关的不确定

度的平均值为

H(X) = - 乙肄
0
f(x)log f(x)dx

在许多文献中,以不同的方式概括了上式,
Havrda 等[1]推广了 Shannon 熵的一种不可加形式:

Hr(x) = 1
1 - r 乙

肄

0
f r(x)dx -[ ]1 ,r > 1,r 屹1

当 r寅1 时,上面的测度趋于 Shannon 熵,虽然

熵测量 Hr( x)最初是由 Havrda 等在控制论的背景

下首次提出的,但 Tsallis 发现了它的非广延性的特

征,并将其放在物理背景下研究,所以熵测度 Hr(x)
叫做 Tsallis 熵。 1991 年,Rathie 等[2] 引入了统一的

( r,s)熵,它包含了许多经典熵,其关于具有概率密

度函数 f(x)的非负随机变量的形式为

Hs
r(x) = 1

(1 - r) s 乙肄
0
f r(x)d( )x

s
-[ ]1

在生命分析和生命测试中,系统的当前年龄也

应考虑在内。 系统在 t 时刻仍在运行时的剩余寿命

为 X t = X-t X>{ }t 。 1996 年,Ebrahimi[3] 提出剩余

寿命 X t 的熵为

H(X) = - 乙肄
0

f(x)
F( t)

log f(x)
F( t)

dx,t > 0

2006 年,Nanda 等[4]提出了 Tsallis 剩余熵为

Hr(x;t) = 1
1 - r 乙

肄

t

f r(x)
Fr( t)

dx -[ ]1 ,r > 1,r 屹1

2004 年,Rao 等[5] 提出了累积剩余熵的概念,
定义为

浊(x) = 乙肄
0
F(x)log F(x)dx

累积剩余熵(CRE)是基于累积分布函数的一

种广义不确定性度量,相比 Shannon 提出的基于概

率密度的测度,该测度具有更稳定的性质。 累积剩

余熵在连续域和离散域都有一致的定义,它可以很

容易地从样本数据中计算出结果且渐进地收敛到真
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实值。 Rao[6],Wang 和 Vemuri[7] 分别在 2005 年、
2007 年得出了该测度的若干性质,并在可靠性工程

和计算机视觉方面提供了一些应用;2007 年,Asadi
等[8]考虑了累积剩余熵的动态版本,定义为

浊(x;t) = 乙肄
t

F(x)
F( t)

log F(x)
F( t)

dx,t > 0

已有学者对于累积剩余熵的参数化推广进行了

尝试。 2010 年,Abbasnejad 等[9] 提出了 r 阶的动态

生存熵(DSE),并解释了其与平均剩余寿命函数的

关系。 通过考虑 CRE 与某一部件的平均剩余寿命

之间的关系,2015 年,Mohan 等[10] 在 Tsallis 熵的基

础上提出了累积剩余 Tsallis 熵及其动态版本:

浊(x) = 1
1 - r 乙

肄

0
Fr(x)dx -( )1

浊(x;t) = 1
1 - r 乙

肄

t

F(x)
F( t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

r

dx -æ

è
ç

ö

ø
÷1

Mohan 刻画了一些著名的寿命分布和概率模型。
Kumar[11]在 Mohan 等的研究基础上继续研究了累

积剩余 Tsallis 熵及其动态版本的性质。 但是基于

Renyi 熵或者是 Tsallis 熵的累积剩余测度都是不含

参数或者仅一个参数。 针对前人的研究,将研究基

于含有多参数的( r,s)熵定义的累积剩余测度的一

些性质与刻画结果。
本篇文章的结构如下:第一节中提出了累积剩

余( r,s)熵,同时给出了一些特定分布的表达式;第
二部分提出了动态剩余( r,s)熵,研究了其性质刻

画;第三部分中,利用平均剩余寿命函数和风险率函

数与累积剩余( r,s)熵的关系来刻画一些特定分布

的性质。

1摇 累积剩余( r,s)熵

定义 1 摇 对于具有生存函数F(x)的随机变量

X,基于( r,s)熵的累积剩余熵定义为

浊(x) = 1
(1 - r) s 乙肄

0
Fr(x)d( )x

s
-[ ]1

r>0,r屹1,s>0 (1)
下面的引理给出了累积剩余( r,s)熵有界的充

分条件:

引理 1摇 若 X沂L1 且对所有 p> 1
r ,E(Xp)<1,有

浊s
r(x)<肄 。

证明摇 令 X沂L1,则有 E(x)<1,可以得到:

乙肄
0
Fr(x)d( )x

s
= 乙1

0
Fr(x)dx + 乙肄

1
Fr(x)d( )x

s
臆

1 + 乙肄
1
Fr(x)d( )x

s
臆

1 + 乙肄
1

F(Xp)
x( )p

r
d( )x

s
=

1 + (E(Xp)) r乙肄
1

1
xprd( )x

s

第二个不等式根据马尔可夫不等式得到。 最后

的等式中,若 p> 1
r ,则该积分是有限的,即可证明

浊s
r(x)<肄 。

以下是非负随机变量的一些不同单变量连续分

布的测度表达。
推论 1摇 (1) X 服从参数为 b>0 的有限维分布,则

浊s
r(x)=

1
(1-r) s

1
(br+1) s

é

ë
êê

ù

û
úú-1

(2) 若 X 在(a,b),a<b 上服从均匀分布,则

浊s
r(x)=

1
(1-r) s

b( r+1) s

( r+1) s b-( )a rs
é

ë
êê

ù

û
úú-1

(3) 若 X 服从参数 a>1 的 Pareto 分布,则

浊s
r(x)=

1
(1-r) s

1
ar

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
s

é

ë
êê

ù

û
úú-1

(4) 若 X 服从参数 姿>0 的指数分布,则

浊s
r(x)=

1
(1-r) s

1
姿

æ

è
ç

ö

ø
÷

r
s

é

ë
êê

ù

û
úú-1

证明摇 若非负连续随机变量 X 服从参数 b>0 的

有限维分布,其生存函数为F(t)= (1-t) b,0<t<1,则

浊s
r(x) = 1

(1 - r) s 乙1
0
Fr(x)d( )x

s
-[ ]1 =

1
(1 - r) s 乙1

0
1( )- x brd( )x

s
-[ ]1 =

1
(1 - r) s

1
(br + 1) s -[ ]1

若非负连续随机变量 X 在(a,b),a<b 上服从

均匀分布,其生存函数为F( t)= b-t
b-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
b

,t>0,则

浊s
r(x) = 1

(1 - r) s 乙肄
0
Fr(x)d( )x

s
-[ ]1 =

1
(1 - r) s 乙肄

0

b - x( )b - a
r
d( )x

s
-[ ]1 =

1
(1 - r) s

b( r+1) s

( r + 1) s
( )b - a rs

-é

ë
êê

ù

û
úú1

若非负连续随机变量 X 服从参数 a>1 的 Pareto

分布,其生存函数为F( t)= 1+ tæ

è
ç

ö

ø
÷

a
-a

,t>0,则
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浊s
r(x) = 1

(1 - r) s 乙肄
0
Fr(x)d( )x

s
-[ ]1 =

1
(1 - r) s 乙肄

0
1 + x( )a

-ar
d( )x

s
-[ ]1 =

1
(1 - r) s

a
ar -( )1

s
-[ ]1

若非负连续随机变量 X 服从参数 姿>0 的指数

分布,其生存函数为F( t)= e-姿t,t>0,则

浊s
r(x) = 1

(1 - r) s 乙肄
0
e -姿rxd( )x

s
-[ ]1 =

1
(1 - r) s

1
姿( )r

s
-[ ]1 =

1
(1 - r) s

1
姿( )r s -[ ]1

2摇 动态累积剩余( r,s)熵

2015 年, Mohan 等[10] 给出了动态累积剩余

Tsallis 熵测度的定义,相应地,下面定义了动态累积

剩余( r,s)熵测度:

浊(x;t) = 1
(1 - r) s

乙肄
t
Fr(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

r > 0,r 屹1,s > 0 (2)
对于任意 t逸0,浊s

r(x;t)具有 浊s
r(x)的所有性质。

当 r寅1,s寅1 时,式(2)简化为基于 Shannon 熵的累

积剩余测度。 下面的引理给出了 浊s
r(x;t)关于平均

剩余寿命的一个上界。
X 的平均剩余寿命定义为

啄F( t) = E X - t X 逸( )t =
乙肄
t
F(x)dx

F( t)
引理 2摇 当 t>0,s>0,r>1(0<r<1)时,有

浊s
r(x;t)逸(臆)

啄F( t( )) s-1
(1-r) s

证明摇 因为F( t)是关于 t 的递减函数,且令 y =
1

(1-r) s xs( )-1 ,有 dy = 1
1-rx

s-1,则 r>1 时,函数 y 单

调递减;0<r<1 时,函数 y 单调递增。 则

浊(x;t) = 1
1 - r

乙肄
t
Fr(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 逸 (臆)

1
1 - r

Fr-1(x)乙肄
t
F(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 =

1
1 - r

乙肄
t
F(x)dx

F( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 =

啄F( t( )) s - 1
1 - r

证毕。
下面证明动态累积剩余( r,s)熵唯一决定了生

存函数F(x)。
定理 1摇 设 X 是具有密度函数 f(x)和生存函数

F(x)的连续非负随机变量。 假设 浊s
r(x) <肄 ,t逸0,

r>0,r屹1,s>0,那么对任一 r,浊s
r(x;t)唯一地决定了

变量的生存函数F(x)。
证明摇 由式(2)得:

(1 - r) s浊s
r(X;t) = 乙肄

t
Fr(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

- 1 =

(乙肄
t
Fr(x)dx) s

Frs( t)
- 1 (3)

对式(3)关于 t 微分,有
(1 - r) s浊s忆

r (X;t) =

- s
(乙肄

t
Fr(x)dx) s-1

Fr( s-1)( t)
+ rs姿F( t)

(乙肄
t
Fr(x)dx) s

Frs( t)
=

- s 1 + (1 - r)( s - 1)浊s-1
r (X;t[ ]) +

rs姿F( t) 1 + (1 - r) s浊s
r(X;t[ ])

姿F( t) = f( t)
F( t)

是随机变量 X 的风险率函数,两个生

存函数 F1 ( t) 和 F2 ( t) 分别对应 浊s
r ( X1; t) 和

浊s
r(X1;t),风险率函数为 姿F1

( t)和 姿F2
( t)。 令

(1-r) s浊s忆
r (X1;t)= (1-r) s浊s忆

r (X2;t)
即有

-s 1+(1-r)( s-1)浊s-1
r (X1;t[ ]) +

rs姿F1
( t) 1+(1-r) s浊s

r(X1;t[ ]) =
-s 1+(1-r)( s-1)浊s-1

r (X2;t[ ]) +
rs姿F2

( t) 1+(1-r) s浊s
r(X2;t[ ]) (4)

令 浊s
r(X1; t) = 浊s

r(X2; t),则也有 浊s-1
r (X1; t) =

浊s-1
r (X2;t),式(4)可推导出 姿F1

( t)= 姿F2
( t)或者等

价于F1( t)= F2( t)。 得证。

3摇 特定寿命分布的特征结果

在这一节中,利用平均剩余寿命函数和风险率

87
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函数来刻画一些分布。 平均剩余寿命和风险率函数

的关系为

姿F( t) =
啄F忆( t) + 1

啄F( t)
(5)

其中,姿F( t)为风险率函数。
在给出定性结果前,先来证明下面的定理。

定理 2摇 设 X 是具有生存函数F( t),平均剩余

寿命 啄F( t)的非负连续随机变量,且动态累积剩余

( r,s)熵测度定义为

浊s
r(x;t)=

1
(1-r) s k 啄F( t[ ]) s{ }-1 (6)

则有

(i) 当且仅当 k= 1
rs
时,X 服从指数分布;

(ii) 当且仅当 k< 1
rs
时,X 服从 Pareto 分布;

(iii) 当且仅当 k> 1
rs
时,X 服从有限维分布。

证明摇 充分性:若非负随机变量 X 服从指数分

布,其概率密度函数、生存函数、平均剩余寿命分别是

f( t)= 姿e-姿t,姿>0,t>0

F( t)= e-姿t

啄F( t)=
1
姿

因此,由定义式(2),有

r -( )1 s浊s
r(x;t) = 1 - 乙肄

t
Fr(x)dx

Fr( t

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú)

s

=

1 - 乙肄
t

e -姿( )x rdx

e -姿( )

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úút r

s

=

1 - 1
rs

1( )s
s

这里 k= 1
rs
,啄F( t)=

1
姿 。 即证 浊s

r(x;t)=
1

(1-r) s伊

{k[啄F( t)] s-1}。
若非负随机变量 X 服从 Pareto 分布,其概率密

度函数、生存函数、平均剩余寿命分别是

f( t)= 1+ tæ

è
ç

ö

ø
÷

a
-a-1

,a>1,t>0

F( t)= 1+ tæ

è
ç

ö

ø
÷

a
-a

啄F( t)=
a+t
a-1

因此根据定义式(2),简化为

(1-r) s浊s
r(X;t)= k 啄F( t[ ]) s-1

这里若 r>1,则

k= a-1
ar

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
s

< 1
r ,啄F( t)=

a+t
a-1

若非负随机变量 X 服从有限维分布,其概率密

度函数、生存函数、平均剩余寿命分别是

f( t)= b(1-t) b-1,b>0,0<t<1

F( t)= (1-t) b

啄F( t)=
1-t
b+1

因此,经过简化得

(1-r) s浊s
r(x;t)= k 啄F( t[ ]) s-1

这里若 r>1,则

k= b+1
br

æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
s

,啄F( t)=
1-t
b+1

必要性:令式(6)成立,根据式(2)有

k
1
s 啄F( t) =

乙肄
t
Fr(x)dx

Fr( t)
(7)

式(7)左右两边对 t 微分,得到

k
1
s 啄F忆( t) = - 1 + r姿F( t)

乙肄
t
Fr(x)dx

Fr( t)
=

- 1 + r姿F( t)k
1
s 啄F( t)

根据平均剩余寿命和风险率之间的关系:
姿F( t)啄F( t) = 1 + 啄F忆( t) (8)

则有

啄F忆( t) = k
1
s r-1

k
1
s (1-r)

(9)

将式(9)两边同时对 t 在(0,x)上积分,得到

啄F(x)=
k

1
s r-1

k
1
s (1-r)

x+啄F(0)

由参考文献[12]知,当且仅当 k = 1
rs
时,X 服从

指数分布,当且仅当 k< 1
rs
时,X 服从 Pareto 分布,当

且仅当 k > 1
rs

时,X 服从有限维分布。 定理证明

完毕。
接下来,将结果推广到一个更一般的情形,将 k

作为 t 的函数。
定理 3摇 若 X 是非负连续随机变量,满足

浊s
r(x;t)=

1
(1-r) s{k( t)[啄F( t)]

s-1} (10)
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那么

啄F( t) {= 滋(k(0))
1

(1-r) s +

乙肄
t

r(k(x))
1

(1-r) s - (k(x))
r

(1-r) s

1[ ]- r
d }x (k( t))

1
(1-r) s

证明摇 由式(2),有

(1 - r) s浊s
r(X;t) = 乙肄

t
Fr(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

- 1

代入式(10),得

乙肄
t
Fr(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

- 1 = k( t) 啄F( t[ ]) s - 1

也即

乙肄
t
Fr(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

= k( t) 啄F( t[ ]) s (11)

两边同时对 t 微分,得

s 乙
肄

t
Fr(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s-1

- 1 + r姿F( t)
乙肄
t
Fr(x)dx

Fr( t

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú)
=

k忆( t) 啄F( t[ ]) s + sk( t) 啄F( t( )) s-1啄F忆( t)
代入式(5)和式(11),得

-s(k( t))
s-1
s + rsk( t)啄F忆( t) + rsk( t)=

k忆( t)啄F( t) + sk( t)啄F忆( t) (12)
简化式(12),得

啄F忆( t)+
k忆( t)

(1-r) sk( t)啄F( t) = 1-rk
1
s ( t)

(1-r)k
1
s ( t)

解这个非齐次线性微分方程,有

啄F( t) {= 滋(k(0))
1

(1-r) s +

乙肄
t

r(k(x))
1

(1-r) s - (k(x))
r

(1-r) s

1[ ]- r
d }x (k( t))

1
(1-r) s

即证。
接下来,用风险率函数来描述动态累积剩余( r,

s)熵的寿命模型,有以下结果。

定理 4摇 设 X 是具有生存函数F( t)、风险率函

数 姿F( t)的非负连续随机变量,且

浊s
r(x;t)=

1
(1-r) s

k
(姿F( t)) s{ }-1 (13)

那么

(i) 当且仅当 k= 1
rs
时,X 服从指数分布;

(ii) 当且仅当 k< 1
rs
时,X 服从 Pareto 分布;

(iii) 当且仅当 k> 1
rs
时,X 服从有限维分布。

证明摇 假设式(13)成立,那么有

1
(1 - r) s

乙肄
t
Fr(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 =

1
(1 - r) s

k
(姿F( t)) s -{ }1

由此可得

乙肄
t
Fr(x)dx

Fr( t

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

)

s

= k
(姿F( t)) s (14)

式(14)可转化为

f( t)乙肄
t
Fr(x)dx = k

1
s Fr+1( t)

等式两边同时对 t 微分,得

姿F( t)=
k

1
s r-1
k

1
s

t+ 1
姿F(0

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú)

-1

=(at+b) -1 (9)

这里 a= k
1
s r-1
k

1
s

,b= 1
姿F(0)

。

若 k= 1
rs
,则风险率函数为常数,即 X 服从指数

分布;若 k> 1
rs
,则 a>0,式(15)是服从 Pareto 分布的

风险率函数;若 k< 1
rs
,则 a<0,式(15)是服从有限维

分布的风险率函数。
定理的唯一性易证。

4摇 结摇 论

将累积剩余熵推广到参数更多的( r,s)熵,定义

了其相关的累积剩余熵及其动态版本,并研究了这

些广义信息测度的一些性质和刻画结果。 值得注意

的是,当 r屹1,s=1 时,可由累积剩余( r,s)熵得到累

积剩余 Tsallis 熵;当 r屹1,s=0 时,可由累积剩余( r,
s)熵得到累积剩余 Renyi 熵。 根据 r 和 s 的其他不

同取值也可得到相应的基于其他熵的累积剩余熵,
即累积剩余( r,s)熵涵盖了其他多种基于单参数熵

定义的累积剩余熵,具有重要参考意义。
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Research on the Dynamic Cumulative Residual( r,s) Entropy

WANG Tian鄄tian,WANG Jia鄄mei
(School of School of Mathematics & Physics, Anhui University of Technology,

Anhui Ma爷anshan 243032,China)

Abstract:The cumulative residual ( r, s) entropy and its dynamic version are proposed. Firstly, this paper
popularizes the research of kumar and soon on cumulative residual Tsallis entropy and puts forward the definition of
cumulative residual ( r, s) entropy, and the expression of its bounded sufficient conditions and some different
single-variable continuous distributions of the measured cumulative residual measurement are given. Then, the
definition and some properties of dynamic accumulated residual( r,s)entropy are given. Finally, some distributions
are characterized by the relationship between average residual life function, risk rate function and accumulated
residual ( r, s) entropy. Accumulated residual entropy with multiple parameters is of reference significance for
cumulative residual entropy based on single parameters such as Renyi entropy and Tsallis entropy.

Key words: ( r, s) entropy; cumulative residual entropy ; survival function; risk rate function; average
residual life function
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