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摘摇 要:针对凸度量空间中的抽象凸结构,提出了 3 种新广义 W-凸函数,以及利用中点 W-凸性研究了

凸度量空间中广义凸性的方法。 首先,将线性空间中基于标准凸结构的 3 种广义凸函数概念引入了凸度量

空间,定义了 3 种新广义 W-凸函数;其次,在适当条件下,证明了中间点 W-凸函数是中点 W-凸函数,也是

[0,1]疑Q-W-凸函数,进而获得了稠密性定理,并讨论了稠密性定理在极小化问题和多目标规划问题中的

应用;最后,在中点 W-凸性以及上半连续性或下半连续性或 W-拟凸性或 W-严格拟凸性或 W-半严格拟凸

性等条件下,建立了 W-凸函数的一些判别准则。 获得的稠密性定理与利用中点凸性建立判别准则的方法,
可以应用于其他类型凸性或广义凸性相关问题的研究。
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0摇 引摇 言

凸集与凸映射、广义凸集与广义凸映射,分别是

凸性理论和广义凸性理论的主要研究内容之一,在
线性规划、无约束优化、约束优化、多目标规划、博弈

论等最优化理论,以及不动点理论、非线性分析等研

究中有非常重要的应用。 有关广义凸性的研究可参

考文献[1-9]。 在通常意义下,例如在 Rn 中,凸函

数、拟凸函数等概念是基于基础线性空间中的标准

凸结构 W(x,y,姿)= 姿x+(1-姿) y[1]。 因此,关于凸

性与 广 义 凸 性 的 研 究, 通 常 在 线 性 空 间 中 进

行[1-3,7-9],在没有线性结构的度量空间中,相关理论

较少。 另一方面,正如线性空间,度量空间也是数学

中常见的基本空间之一。 因为度量空间不必具有线

性结构,不一定能像线性空间一样引进标准的凸集、
凸函数等概念,所以能否突破这种限制,即能否在度

量空间中引入某种结构,使它具有线性空间中标准

凸结构的某些性质,从而可以在度量空间中定义

“凸集冶与“凸函数冶等,是值得探讨的。
1970 年,Takahashi[4]首次在度量空间中引进了

凸结构,命名这类度量空间为凸度量空间,并介绍了

凸度量空间中的一些基本概念和基本理论,推广了

一些不动点定理;2016 年,Abdelhakim[5] 在凸度量

空间首次引入了 W-凸函数与 W-严格凸函数概念,
讨论了其性质,建立了一个 W-凸函数的判别准则,
获得了两个不动点定理;2017 年,Jafari[6] 在凸度量

空间首次引入了 W-拟凸函数,研究了平衡问题。
注意到:第一,自 Takahashi 定义凸度量空间以来,对
凸度量空间中不动点定理的研究较多[4-6,11],对凸

度量空间中广义凸集与广义凸函数的研究较少;第
二,与线性空间比较,例如与文献[1]比较,文献[4-
6]中对广义凸函数类型的定义是不完善的,W-凸函

数的判别准则仅有一个且条件较强。 本文的目的是

应用研究凸性及广义凸性的基本思想方法,尤其是

文献[1]及[2,7]中的基本思想方法,针对凸度量空
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间中的抽象凸结构,引进 3 种新广义 W-凸函数,研
究 6 种广义 W-凸函数相关问题,包括中间点 W-凸
函数的性质、稠密性定理及其应用、W-凸函数的一

些判别准则等。

1摇 预备知识

定义 1[4] 摇 设(X,d)是度量空间,W:X伊X伊[0,
1]寅X 是映射,如果 d( z,W( x,y,姿))臆姿d( z,x) +
(1-姿)d( z,y),坌x,y,z沂X,姿沂[0,1],则称 W 是

(X,d)上的一个凸结构,(X,d,W)是一个凸度量空间。
定义 2[4] 摇 设(X,d,W)是凸度量空间,K哿X,

若任意 x,y沂K,任意 姿沂[0,1],有 W(x,y,姿)沂K,
则称 K 是 W-凸集。

双曲空间(hyperbolic space),包括具有线性结

构的赋范线性空间,不具有线性结构的 CAT(0)空

间和 Busemann 凸空间,是凸度量空间。 特别地,赋
范线性空间按照标准凸结构 W(x,y,姿) = 姿x+(1 -
姿)y(坌x,y 沂X,坌0臆姿臆1)构成凸度量空间,W-
凸集就是通常意义下的凸集。 由于凸度量空间不一

定具有线性结构,不一定是线性空间,所以 W-凸集

不一定是通常意义下的凸集。
现在引进凸度量空间中的 3 种广义凸函数,为

方便读者,将已有 3 种一并列出。
定义 3摇 设(X,d,W)是凸度量空间,K哿X 是 W

-凸集,f:K寅R。
(1) 如果坌x,y沂K,坌姿沂[0,1],都有

f(W(x,y,姿))臆姿f(x)+(1-姿) f(y)
称 f(x)为 K 上的 W-凸函数[5]。

(2) 如果坌x,y沂K,x屹y,坌姿沂(0,1),都有

f(W(x,y,姿))<姿f(x)+(1-姿) f(y)
称 f(x)为 K 上的 W-严格凸函数[5]。

(3) 如果坌x,y沂K,f(x)屹f(y),坌姿沂(0,1),
都有

f(W(x,y,姿))<姿f(x)+(1-姿) f(y)
称 f(x)为 K 上的 W-半严格凸函数。

(4) 如果坌x,y沂K,坌姿沂[0,1],都有

f(W(x,y,姿))臆max{ f(x),f(y)}
称 f(x)为 K 上的 W-拟凸函数[6]。

(5) 如果坌x,y沂K,x屹y,坌姿沂(0,1),都有

f(W(x,y,姿))<max{ f(x),f(y)}
称 f(x)为 K 上的 W-严格拟凸函数。

(6) 如果坌x,y沂K,f(x)屹f(y),坌姿沂(0,1),

都有

f(W(x,y,姿))<max{ f(x),f(y)}
称 f(x)为 K 上的 W-半严格拟凸函数。

对于标准凸结构,W-凸函数、W-严格凸函数、
W-半严格凸函数、W-拟凸函数、W-严格拟凸函数,
W-半严格拟凸函数分别就是通常意义的凸函数,严
格凸函数、半严格凸函数、拟凸函数、严格拟凸函数、
半严格拟凸函数,后 6 种函数的定义见文献[1]。

严格 W-凸函数既是 W-凸的,又是 W-半严格

凸的和 W-严格拟凸的;W-凸函数既是 W-拟凸的,
又是 W-半严格拟凸的;严格 W-拟凸函数既是 W-
拟凸的,又是 W-半严格拟凸的;半严格 W-凸函数

是半严格 W-拟凸的。 这 8 种蕴含关系的反蕴含关

系,甚至对线性空间中的标准凸结构都不真,反例见

文献[1]。
为讨论凸度量空间中的广义凸性,引入条件

(W) [10]。
(W)摇 W(W(x,y,t),W(x,y,s),姿)=

W(x,y,姿t+(1-姿) s)
坌x,y沂X,t,s,姿沂[0,1]

赋范线性空间中的标准凸结构、CAT(0)空间和

Busemann 空间中的凸结构都满足条件(W)。
例 1摇 设(H,掖·,·业)是实 Hilbert 空间,X 是

H 中单位球面{x沂H:椰x椰= 1}的一个闭子集,其

直径 啄(X)臆 2 且 X 是测地连通的。 定义 d1:X伊X
寅[0,+¥)为 d1(x,y)= arccos掖 x,y业,坌x,y沂X,定
义 W: X 伊 X 伊 [ 0, 1 ] 寅 X 为 W ( x, y, 姿 ) =

1
椰姿x+(1-姿)y椰(姿x+(1-姿) y),坌x,y沂X,姿沂[0,

1],则(X,d1,W)是凸度量空间[11]。
取 H=R3,有 X={(x1,x2,x3) | x2

1+x2
2+x2

3 =1,xi逸
0,i=1,2,3},则(X,d1,W)是凸度量空间,但 X 按通

常 R3 中的向量加法和数乘不构成线性空间,在此含

义下,(X,d1,W)不是赋范线性空间,X 显然是 W-凸
集,但 X 作为 R3 的子集,不是通常意义下的凸集。

取 x0 =(1,0,0)沂X,令 f:X寅R 为

f(x)= arccos x1,坌x=(x1,x2,x3)沂X
则 f 是 W-凸函数,这是因为

f(W(x,y,姿))= d1(x0,W(x,y,姿))臆
姿d1(x0,x)+(1-姿)d1(x0,y)=

姿f(x)+(1-姿) f(y)
坌x,y沂X,坌姿沂[0,1]

例 2摇 设 X 为闭区间族[ai,bi],其中 0臆ai <

96
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bi臆1。 对 Ii = ai,b[ ]i 沂X,I j =[a j,b j]沂X,坌0臆姿臆
1,定义

W( Ii,I j,姿)= [姿ai+(1-姿)a j,姿bi+(1-姿)b j]
再通过 Hausdorff 距离定义 X 上的度量 d,则

(X,d,W)是凸度量空间[4]。 容易验证凸结构满足

条件(W)。 令 f, g:X寅R 为 f ([ x, y]) = x2 + y2,
坌[x,y]沂X,有

g([x,y])=
1, x= 1

2

0, x屹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

1
2

, 坌[x,y]沂X

易知 f 是 W-严格凸函数,g 是 W-半严格凸函

数,从而也是 W-半严格拟凸函数,但不是其他 4 类

函数。
引理 1[4] 摇 设(X,d,W) 是凸度量空间,那么

坌x,y沂X,姿沂[0,1],有
(1) W(x,x,姿)= x,W(x,y,0)= y

W(x,y,1)= x
(2) d(x,W(x,y,姿))= (1-姿)d(x,y)

d(y,W(x,y,姿))= 姿d(x,y)
引理 2[10] 摇 设(X,d,W)是凸度量空间,凸结构

W 满足条件(W),有
(1) W(x,y,姿)关于 姿 是连续的;
(2) Synchronized 性质成立,即

W(x,y,姿)= W(y,x,1-姿)
坌x,y沂X,姿沂[0,1]

2摇 中点 W-凸性与稠密性定理

除非特别声明,下文总设(X,d,W)是凸度量空

间,凸结构 W 满足条件(W),K哿X 是 W-凸集, f:
K寅R。

引理 3摇 设 f 为 K 上的 W-半严格拟凸函数,x,
y沂K 且 f(x)= f(y),则

(1) 至多存在一个 茁沂(0,1),使得

f(W(x,y,茁))>f(x)= f(y)
(2) 若存在 茁沂(0,1),使得

f(W(x,y,茁))>f(x)= f(y)
则坌姿沂[0,1],姿屹茁,有

f(W(x,y,姿))= f(x)= f(y)
证明摇 (1)如果存在 姿1,姿2沂(0,1),姿1 屹姿2,

使 f(W( x,y,姿1 )) > f(x)= f( y), f(W( x,y,姿2 )) >

f(x)= f(y)。 不妨设 0<姿1<姿2<1,令 姿=
姿1

姿2
沂(0,1),

则由条件(W),知
W(x,y,姿1)= W(W(x,y,姿2),W(x,y,0),姿)
由 f 为 K 上 W-半严格拟凸函数与引理 1,得

f(W(x,y,姿1))<max{ f(W(x,y,姿2)),f(y)} =
f(W(x,y,姿2))

令 u=
姿2-姿1

1-姿1
沂(0,1),则由引理 2,知

W(x,y,姿2)= W(y,x,(1-姿2))=
W(W(y,x,(1-姿1)),W(y,x,0),1-u)

注意到 W(y,x,1-姿1)= W( x,y,姿1),则由 f 的
W-半严格拟凸性,得
f(W(x,y,姿2))<max{ f(W(y,x,1-姿1)),f(x)} =

f(W(x,y,姿1))
这与 f(W(x,y,姿1)) <f(W(x,y,姿2))矛盾,故结论

正确。
(2) 用反证法,由引理 3(1)知,f(W(x,y,姿))

臆f(x)= f(y),坌姿沂(0,1),姿屹茁。 假设埚姿0沂(0,
1),姿0屹茁,使

f(W(x,y,姿0))<f(x)= f(y)

当 1>茁>姿0>0 时,取 u=
茁-姿0

1-姿0
沂(0,1),则有

W(x,y,茁)= W(y,x,(1-茁))=
W(W(y,x,(1-姿0)),W(y,x,0),1-u)

以及

f(W(x,y,茁))<
max{ f(W(y,x,(1-姿0))),f(x)} = f(x)

与已知条件矛盾。

当 0<茁<姿0<1,取 t= 茁
姿0

沂(0,1),则 W(x,y,茁)=

W(W(x,y,姿0),W(x,y,0),t)。 由 f 的 W-半严格拟

凸性,得 f(W(x,y,茁))<f(y),与已知条件矛盾。 综

上所述,引理得证。
引理 4 摇 若存在 琢沂(0,1),使坌x, y沂 K,

f(W(x,y,琢))臆琢f(x)+(1-琢) f(y),则有

(1) 对坌x,y沂K,成立

f(W(x,y, 1
2 ))臆 1

2 f(x)+ 1
2 f(y)

(2) 撰n哿TW,其中

撰n ={ m
2n :m=0,1,…,2n},n=1,2,3,…

以及

TW ={姿沂[0,1] | f(W(x,y,姿))臆
姿f(x)+(1-姿) f(y),坌x,y沂K}

证明摇 (1) 因为

07
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(1-琢)(1-琢)2 +琢( 1
2 +1-琢2 )= 1

2
所以由条件(W),对坌x,y沂K,成立

W(x,y, 1
2 )=

W(W(x,y, 1
2 +1-琢2 ), W(x,y,1-琢2 ),琢)

W(x,y, 1
2 +1-琢2 )=

W(W(x,y, 1
2 ), W(x,y,1),琢)

W(x,y,1-琢2 )=

W(W(x,y,0), W(x,y, 1
2 ),琢)

因此由已知条件,得

f(W(x,y, 1
2 ))臆

琢f(W(x,y, 1
2 +1-琢2 ))+

(1-琢) f(W(x,y,1-琢2 )) 臆

琢[琢f(W(x,y, 1
2 ))+(1-琢) f(W(x,y,1))]+

(1-琢)[琢f(W(x,y,0))+(1-琢)f(W(x,y, 1
2 ))] =

琢2 f(W(x,y, 1
2 ))+琢(1-琢) f(x)+

琢(1-琢) f(y)+(1-琢) 2 f(W(x,y, 1
2 ))

等价于

[1-琢2-(1-琢) 2] f(W(x,y, 1
2 )) 臆

琢(1-琢) f(x)+琢(1-琢) f(y)

即 f(W(x,y, 1
2 ))臆 1

2 f(x)+ 1
2 f(y)。

(2)用数学归纳法。 显然 0,1沂TW,当 n = 1 时,

由(1)知 1
2 沂TW;由 n=2,因为

f(W(x,y, 1
4 ))= f(W(W(x,y, 1

2 ),W(x,y,0), 1
2 ))臆

1
2 [ 1

2 f(x)+ 1
2 f(y)]+ 1

2 f(y)=

1
4 f(x)+ 3

4 f(y)

所以
1
4 沂TW。

f(W(x,y, 3
4 ))= f(W(W(x,y, 1

2 ),W(x,y,1), 1
2 ))臆

1
2 [ 1

2 f(x)+ 1
2 f(y)]+ 1

2 f(x)=

3
4 f(x)+ 1

4 f(y)

所以
3
4 沂TW。

以上表明 n=2 时,0, 1
4 , 2

4 , 3
4 ,1沂TW。

假设当 n= k 时,对 0臆m臆2k,有m
2k 沂TW。 下证

当 n= k+1 时,对 0臆m臆2k+1,成立
m
2k+1沂TW。

事实上,当 0臆m臆2k 时,因为

f(W(x,y, m
2k+1))=

f(W(W(x,y,m
2k ),W(x,y,0), 1

2 ))臆

1
2 f(W(x,y,m

2k ))+
1
2 f(y)臆

1
2 [ m

2k f(x)+(1-
m
2k ) f(y)]+

1
2 f(y)

所以
m
2k+1沂TW。

当 2k<m臆2k+1时,

1- m
2k+1 =

2k+1-m
2k+1

此时 0臆2k+1 -m臆2k,由上一步证明知 1- m
2k+1沂TW。

因为

f(W(x,y, m
2k+1))= f(W(y,x,(1- m

2k+1)))臆

(1- m
2k+1) f(y)+(1-(1-

m
2k+1)) f(x)=

m
2k+1 f(x)+(1-

m
2k+1) f(y)

所以
m
2k+1沂TW,即当 n = k+1 时,对 0臆m臆2k+1,成立

m
2k+1沂TW,则由归纳法,知 撰n哿TW。

设(X,d,W)是凸度量空间,K哿X 是 W-凸集,
f:K寅R,如果存在 琢沂(0,1),使

f(W(x,y,琢))臆琢f(x)+(1-琢) f(y),坌x,y沂K
则称 f 是 琢-W-凸函数或者中间点 W-凸函数;如果

琢= 1
2 ,称 f 是 1

2 -W-凸函数或者中点 W-凸函数。

引理 4 证明了中间点 W-凸函数是中点 W-凸函数。
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由于胰
¥

n=1
撰n 在[0,1]中稠密,故 TW 在[0,1]中稠密。

对线性空间 X 及其标准凸结构,若 f:X寅R 且 f
是中间点凸的,那么[0,1]疑Q哿T,其中 T={ t沂[0,
1]:f(y+ t(x-y))臆tf(x) +(1-t) f(y),坌x,y沂X}。
下证上述结果对中点 W-凸函数也成立。

引理 5 摇 设 f 是中点 W -凸的,即 1
2 沂TW,则

坌姿1,姿2沂TW,姿1姿2屹0,1,成立

k=
姿2

姿1+姿2
沂TW

证明摇 注意到:
k=姿1(姿1k)+(1-姿1)[姿2+(1-姿2)k] =

姿2
1k+(1-姿1)[姿2+(1-姿2)k]

由 W 满足条件(W),成立

W(x,y,k)=
W(W(x,y,姿1k), W(x,y,姿2+(1-姿2)k,姿1)

W(x,y,姿1k)=
W(W(x,y,k),W(x,y,0),姿1)

W(x,y,姿2+(1-姿2)k)=
W(W(x,y,1),W(x,y,k),姿2)。

由 姿1,姿2沂TW,知
f(W(x,y,k))臆姿1 f(W(x,y,姿1k))+
(1-姿1) f(W(x,y,(姿2+(1-姿2)k)))臆
姿1[姿1 f(W(x,y,k))+(1-姿1) f(y)]+

(1-姿1)[姿2 f(x)+(1-姿2) f(W(x,y,k))] =
姿2

1 f(W(x,y,k))+姿1(1-姿1) f(y)+
(1-姿1)姿2 f(x)+(1-姿1)(1-姿2) f(W(x,y,k))
因此,得到

[1-姿2
1-(1-姿1)(1-姿2)] f(W(x,y,k))臆
姿1(1-姿1) f(y)+(1-姿1)姿2 f(x)

即有

f(W(x,y,k))臆
姿2

姿1+姿2
f(x)+

姿1

姿1+姿2
f(y)

这说明 k=
姿2

姿1+姿2
沂TW。

定理 1(稠密性定理)摇 设(X,d,W)是凸度量空

间,W 满足条件(W),K哿X 是 W-凸集,f:K寅R, 1
2

沂TW,则[0,1]疑Q哿TW,TW 在[0,1]中稠密。
证明摇 由引理 4,知
1
2 沂TW,

k
2n沂TW,坌0臆k臆2n,坌n=1,2,3,…

对任意有理数
n
m沂Q疑[0,1](m,n 为正整数且

互质),取 姿1 =
m-n
2p ,姿2 =

n
2p ,其中 p 是正整数且充分

大,则 姿1沂TW,姿2沂TW,
姿2

姿1+姿2
= n
m沂TW,因此[0,1]

疑Q哿TW。
现在讨论稠密性定理在优化问题中的应用。

定理 2 摇 设
1
2 沂TW,则 f 的每一个局部极小值

点是全局极小值点。
证明摇 设 x0沂K 是 f 的局部极小值点,则埚着>

0,坌x沂B着(x0)疑K,f(x0)臆f(x)。 任取 y沂K,由于

K 是 W-凸集,知坌姿沂(0,1),W(x0,y,姿)沂K。 由

稠密性定理得[0,1]疑Q哿TW。 取充分接近 1 的有

理数 姿0沂[0,1]疑Q哿TW,使
d(x0,W(x0,y,姿0))臆姿0d(x0,x0)+
(1-姿0)d(x0,y)= (1-姿0)d(x0,y)<着

则 W(x0,y,姿0)沂B着(x0)疑K,从而

f(x0)臆f(W(x0,y,姿0))臆
姿0 f(x0)+(1-姿0) f(y)

进而 f(x0)臆f(y)。 由 y 的任意性,知 x0 是 f 的全局

极小值点。
设(X,d,W)是凸度量空间,W 满足条件(W),

K哿X 是 W-凸集,考虑多目标规划问题(MP):
(MP)摇 min F(x)= ( f1(x),…,fm(x)) T,x沂K

其中,f i:K寅R1( i = 1,2,…,m),F:K寅Rm 是向量值

函数。 记

Rm
+ ={(姿1,…,姿m)沂Rm:姿 i逸0,1臆i臆m}
TWi

={ t沂[0,1] | f i(W(x,y,t))臆tf i(x)+
(1-t) f i(y),坌x,y沂K},i=1,2,…,m

根据文献[1]中定义 5. 4. 4,若 x沂K 且不存在

y沂K,使 F( y)沂F( x) -Rm
+ \ {0},则称 x 为问题

(MP)的全局有效解;若 x沂 K 且存在 x 的邻域

B着(x),不存在 y沂K疑B着(x),使 F(y)沂F(x) -Rm
+ \

{0},则称 x沂K 为问题(MP)的局部有效解。

定理 3 摇 设
1
2 沂TWi

( i = 1,2,…,m),则问题

(MP)的任何局部有效解为全局有效解。
证明摇 由稠密性定理得[0,1]疑Q哿TWi

。 设

x0沂K 为问题(MP)的局部有效解,即存在 x0 的邻

域 B着(x0),不存在 x沂B着( x0 ) 疑K,使得 f i ( x) 臆
f i(x0),i = 1,2,…,m,至少存在一个 1臆 j臆m,使
f j(x)<f j(x0)。

若 x0沂K 不是全局有效解,那么埚x* 沂K,使
f i(x*)臆f i(x0),i=1,2,…,m,至少存在 1臆j臆m,使
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f j(x*)<f j(x0)。 取充分接近 1 的有理数 姿沂[0,1]疑
Q哿TWi

,使
d(x0,W(x0,x*,姿))臆

姿d(x0,x0) +(1-姿)d(x0,x*)<着
则 W(x0,x*,姿)沂B着(x0)疑K,从而

f i(W(x0,x*,姿))臆
姿f i(x0)+(1-姿) f i(x*)臆f i(x0)

i=1,2,…,m,且
f j(W(x0,x*,姿))臆

姿f j(x0)+(1-姿) f j(x*)<f j(x0)
矛盾,故定理得证。

3摇 W-凸函数判别准则

本节讨论 W-凸函数的一些判别准则。 设(X,
d,W)是凸度量空间,W 满足条件(W),K哿X 是 W-
凸集,f:K寅R。

定理 4摇 设
1
2 沂TW, f 下半连续,则 f 是 W-凸

函数。
证明摇 坌x,y沂K,坌姿沂[0,1],由定理 1,TW 在

[0,1]中是稠密的,因此存在收敛于 姿 的序列{姿n}
哿TW。 由引理 2,W(x,y,t)关于 t 连续且 f 下半连

续,则有

f(W(x,y,姿))臆lim
n寅¥

f(W(x,y,姿n))臆

lim
n寅¥

(姿n f(x)+(1-姿n) f(y))=

姿f(x)+(1-姿) f(y)
这说明 f 是 W-凸函数。

定理 5摇 设
1
2 沂TW,且 f 上半连续,则 f 是 W-凸

函数。
证明摇 坌x,y沂K,坌姿沂[0,1],只需证明 f(W

(x,y,姿))臆姿f(x)+(1-姿) f(y)。
不妨 姿屹0,姿屹1,x屹y。 由 TW 在[0,1]中稠

密,取 姿n沂TW,姿n>姿,使 姿n寅姿,则
f(W(x,y,姿))=

f(W(W(x,y, 姿姿n
),W(x,y,0),姿n))臆

姿n f(W(x,y, 姿姿n
))+(1-姿n) f(y)

由引理 2,W(x,y,t)关于 t 连续,知 W(x,y, 姿姿n
)

寅W( x,y,1) = x。 因为 f 上半连续,所以坌着 >0,

埚N>0,坌n>N,成立 f(W(x,y, 姿
姿n

)) <f(x) +着,从而

f(W(x,y,姿))<姿n( f(x)+着)+(1-姿n) f(y),令 着寅0,
n寅¥,得

f(W(x,y,姿))臆姿f(x)+(1-姿) f(y)

定理 6 摇 设
1
2 沂TW, f 是 W-拟凸函数,则 f 是

W-凸函数。
证明摇 坌x,y沂K,坌t沂(0,1),只需证明 f(W

(x,y,t))臆tf(x)+(1-t) f(y)。
(1) 当 f(x)= f(y)时,由 f 的 W-拟凸性得到

f(W(x,y,t))臆max{ f(x),f(y)} =
f(x)= tf(x)+(1-t) f(y)

(2) 当 f(x)屹f(y)时,有
淤 若 f(y)<f(x),分两种情况:
1) 当埚t<t忆<1,使 f(W(x,y,t忆))臆f(y)时,由 f

的 W-拟凸性,得到

f(W(x,y,t))=

f(W(W(x,y,t忆),W(x,y,0), t
t忆 ))臆

max{ f(W(x,y,t忆)),f(y)} = f(y)<
tf(x)+(1-t) f(y)

2) 当坌t<t忆<1 成立, f(W( x,y,t忆)) >f( y)时,
取 tn沂TW,tn > t, tn寅 t。 由 W( x,y, t) = W(W( x,y,

tn),W((x,y,0), t
tn
),知

f(W(x,y,t))臆
max{ f(W(x,y,0)),f(W(x,y,tn))} =
f(W(x,y,tn))臆tn f(x)+(1-tn) f(y)

n寅¥,得
f(W(x,y,t))臆tf(x)+(1-t) f(y)

于 若 f(x)<f(y)时,也分两种情况:
1) 当埚0<t忆<t,使 f(W(x,y,t忆))臆f(x)时,令

琢= t-t忆
1-t忆,则 t=琢+(1-琢) t忆及 W(x,y,t)= W(W(x,y,

1),W(x,y,t忆),琢),故
f(W(x,y,t))臆max f(W(x,y,t忆{ )),f(x)} = f(x)臆

tf(x)+(1-t) f(y)
2) 当坌0<t忆<t 成立, f(W(x,y,t忆)) >f( x)时,

取 tn沂TW,tn<t,tn寅t。 令 琢n =
t-tn
1-tn

,则

W(x,y,t)= W(W(x,y,1),W(x,y,tn),琢n)
f(W(x,y,t))臆max{ f(x),f(W(x,y,tn))} =

f(W(x,y,tn))臆tn f(x)+(1-tn) f(y)
令 n寅¥,有
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f(W(x,y,t))臆tf(x)+(1-t) f(y)

定理 7摇 设
1
2 沂TW,f 是W-半严格凸函数或W-

半严格拟凸函数,则 f 是 W-凸函数。
证明 W-半严格凸函数是 W-半严格拟凸函数,

因此不妨设 f 是 W-半严格拟凸函数。 由定理 6,现
只需证明 f 为 W-拟凸函数。

如果 f 不是 W-拟凸函数,那么

埚x,y沂K,x屹y,埚姿0沂(0,1)
f(W(x,y,姿0))>max{ f(x),f(y)}

(1) 当 f(x)屹f(y)时,由 f 的 W-半严格拟凸

性,有
f(W(x,y,姿0))<max{ f(x),f(y)}

矛盾。
(2) 当 f(x)= f(y)时,由引理3,f(W(x,y,姿))= f

(x)= f(y),坌姿沂[0,1],姿屹姿0,

取 0<t<姿0<s<1,使 姿0 =
t+s
2 ,则

f(W(x,y,姿0))=

f(W(W(x,y,t),W(x,y,s), 1
2 ))臆

1
2 f(W(x,y,t))+ 1

2 f(W(x,y,s))= f(x)

矛盾。 以上说明 f 为 W-拟凸函数,从而由定理 6 知

结论成立。

4摇 结摇 论

针对凸度量空间中的抽象凸结构,将线性空间

中基于标准凸结构的 3 种广义凸函数概念引入了凸

度量空间,定义了 3 种新广义 W-凸函数,证明了中

间点 W-凸函数是中点 W-凸的以及[0,1]疑Q-W-
凸的,获得了稠密性定理;利用中点 W-凸性,建立

了 W-凸函数的判别准则等。 获得稠密性定理的方

法有一定的技巧性与新意,可以应用于一些其他凸

或广义凸映射稠密性问题的研究,例如对中间点预

不变凸函数的相关稠密性问题的研究。 利用中点广

义凸性而不是中间点广义凸性建立判别准则的方

法,可以应用于建立其他一些凸或广义凸或锥凸或

广义锥凸映射的判别准则。 例如,利用本文及文献

[1]中的思想方法,可以作如下乐观的预期:一方

面,可以将文献[1]中建立凸函数判别准则的条件

中间点凸性简化为中点凸性;另一方面,可以将文献

[1]中严格凸函数、拟凸函数等的一些判别准则相

应推广到凸度量空间。
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Generalized Convexity in Convex Metric Spaces

GAN Qing鄄ling,KUANG Hua鄄wu,YANG Guang鄄hui
(School of Mathematics and Statistics, Guizhou University, Guiyang 550025, China)

Abstract:For the abstract convex structure in convex metric spaces, three new generalized W - convex
functions are proposed, and the method of using midpoint W-convexity to study generalized convexity in convex
metric spaces is proposed. Firstly, the concepts of three generalized convex functions based on standard convex
structure in linear space are introduced into convex metric space, and three new generalized W-convex functions
are defined; Secondly, under some appropriate conditions, it is proved that the intermediate point W - convex
function is a midpoint W-convex function, and the midpoint W-convex function is also [0,1]疑Q-W-convex
function. Furthermore we obtain density theorem and discuss some applications of the density theorem in
minimization and multiobjective programming problem;Finally, several discriminant criterions of W-convex function
are established under the conditions of midpoint W-convexity and upper semicontinuity or lower semicontinuity or
W-quasiconvexity or W-strict quasiconvexity or W-semi-strict quasiconvexity. The method of obtaining density
theorem and establishing criterions by using midpoint convexity can be applied to the study of the related problems
of other types of convexity or generalized convexity.

Key words:convex metric spaces;W-convex function;midpoint W-convex function;discriminant criterion;
multiobjective programming
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