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一个包含 Euler 函数 渍(n)的方程的解*

阿克木·优力达西, 麦麦提明·阿不都克力木
(喀什大学 数学与统计学院,新疆 喀什 844008

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇 摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

)

摇 摇 收稿日期:2019-09-25;修回日期:2019-11-11.

摇*基金项目:新疆维吾尔自治区自然科学基金项目资助(2017D01A13).

作者简介:阿克木·优力达西(1962—),男,维吾尔族,新疆喀什人,副教授,从事基础数学研究.

摘摇 要:针对 Euler 函数 渍(n)与函数 棕(n)混合的形如 渍(n)= 2棕(n) q棕(n)
1 q棕(n)

2 …q棕(n)
k 的方程的可解性,其

中 q1,q2,…,qk 为互异的奇素数,提出了方程 渍(n)= 2棕(n) 5棕(n) 的可解问题,利用 Euler 函数 渍(n)与函数

棕(n)的有关性质以及初等方法,得到了该方程的全部 13 组整数解 n = 1, 11, 202, 250, 2 222, 2 510,

2 750, 3 012, 3 750, 27 610, 37 650, 41 250, 414 150.
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0摇 引摇 言

数论函数是一类重要的函数,研究数论函数方

程的可解性是数论研究的一类重要课题[1] . 对于任

一正整数 n,令 渍(n)为欧拉函数,它是数论中一个

重要的函数之一[2] . 对于包含欧拉函数的方程研究

内容十分丰富,如文献[3-7]. 令 棕(n)表示正整数

n 的相异质因数个数函数. 对于包含函数 渍(n)与

棕(n)的方程的可解性问题研究有着不少的成果. 文

献[8]给出了方程 渍(n)= 2棕(n) 的全部整数解;文献

[9]讨论了方程 渍(渍(n))= 2棕(n) 的可解性,并给出

了其 全 部 整 数 解; 文 献 [ 10 ] 讨 论 了 方 程

渍(渍(渍(n)))= 2棕(n)的可解性,并给出了全部整数

解;文献[11]给出了方程 渍(n)= 2棕(n)3棕(n)的全部整

数解;文献[12]讨论了方程 渍(渍(n))= 2棕(n)3棕(n) 的

奇数解的情况;文献[13]讨论了方程 渍(n) = 2棕(n)

3棕(n)5棕(n)的可解性问题. 本文将讨论方程:

渍(n)= 2棕(n)5棕(n) (1)

的可解性,利用欧拉函数的有关性质以及初等方

法,给出了该方程的一切整数解.

1摇 主要结论及其证明

定理 1摇 式(1)有正整数解 n = 1,11,202,250,

2 222, 2 510, 2 750, 3 012,3 750,27 610,37 650,

41 250,414 150.

证明摇 显而易见,n = 1 是式(1)的整数解;当

n逸2,设 n = 2 啄P1
啄1P2

啄2…Pk
啄k是正整数 n 的标准分

解式,其中 啄 是一非负整数,啄i 是正整数,P i 是互不

相同的奇素数,i=1,2,…,k.

如若 啄 = 0, 则 棕 ( n ) = k, 由 式 ( 1 ) 有 蒹
k

i = 1

P i
啄i-1(P i -1) = 2k5k; 若 啄屹0,则 棕(n)= k+1,由式



(1)有 2 啄-1 蒹
k

i = 1
P i

啄i-1(P i - 1) = 2k + 15k + 1, 从而有

2 啄-1 蒹
k

i = 1
P i

啄i-1
P i - 1

2 = 2 伊 5k + 1 (2)

对于式(2),若 啄逸3,则 4 2啄-1 蒹
k

i = 1
Pi

啄i-1
Pi - 1

2
,

而 4 /| 2伊5k+1 . 因此,结合 啄=0 与 啄屹0 的情况,此时只

需考虑 0臆啄臆2.

由于 P i( i=1,2,…,k)是互不相同的单质数,当

棕(n)逸1 时正整数 2棕(n)5棕(n) 只有这 5 个单质因数,

因此 啄i 中有且只有 1 个可能满足 啄i逸2. 便于讨论,

不妨假定 啄1 可满足 啄1逸2,且 啄i =1,i=2,…,k,则n=

2 啄P1
啄1P2 … Pk . 因此, 如若 啄 = 0, 根据式 ( 1 ) 有

P1
啄1-1 蒹

k

i = 1
(P i - 1) = 2k5k; 如若 啄屹0,根据式(1)有

2 啄-1P1
啄1-1 蒹

k

i = 1
(P i - 1) = 2k + 15k + 1 .

情况 1摇 啄=0.

当 k= 1,有 P1
啄1-1(P1 -1) = 2伊5. 当 啄1 = 1,有

P1 =11,因此 n = 11 是式(1)的 1 个整数解;当 啄1逸

2,此时式(1)无解.

当 k=2,有 P1
啄1-1(P1-1)(P2-1) = 22伊52 . 如若

啄1 =1,有(P1 -1)(P2 -1)= 22 伊52,此时式(1)无解;

如若 啄1逸2,则 P1 =5,此时式(1)无解.

当 k= 3,有 P1
啄1-1(P1 -1) (P2 -1) (P3 -1) =

2353 . 如若 啄1 = 1,则
P1-1
2

P2-1
2

P3-1
2 = 53;由于 P1,

P2,P3 是 3 个互不相同的单质数,因此
P1-1
2 ,

P2-1
2 ,

P3-1
2 是 3 个不同的正整数,并且

P1-1
2 ,

P2-1
2 ,

P3-1
2

都是 5茁 的形式,其中 茁 是一非负整数,经计算可得,

此时式(1)无解;同理可得,当 啄1逸2 时,式(1)也是

无解的.

当 k逸4,有 P1
啄1-1 蒹

k

i = 1
(P i - 1) = 2k5k . 如若 啄1 =

1,则 仪
k

i = 1

P i - 1
2 = 5k ;由于 P1,P2,…,Pk 是 k 个互

不相同的单质数,因而
P1-1
2 ,

P2-1
2 ,…,

Pk-1
2 是 k 个

不同的正整数,并且
P i-1
2 是 5茁 的形式,其中 茁 是一

非负整数,因此

50+1+2+…+(k-1) = 50 伊 51 伊 52 伊 … 伊 5k-1 =

仪
k

i = 1

P i - 1
2 = 5k

而当 k逸4 时,有 50+1+…+(k-1) = 50 伊51 伊…伊5k-1 >5k,此

时式(1)无解;同理可得,当 啄1逸2 时式(1)也是无

解的.

情况 2摇 啄屹0.

情况 2郾 1摇 啄=1,则 n= 2P1
啄1P2…Pk .

情况 2郾 1郾 1摇 当 k=1,有 P1
啄1-1(P1-1) = 2252 .

如若 啄1 =1,则 P1-1 =22伊52,因而 P1 = 101,则 n = 2伊

101 = 202 是式(1)的 1 个整数解;如若 啄1 = 2,则

P1(P1-1)= 22伊52,显然,不存在单质数满足 P1(P1-

1)= 22 伊52,因而此时式(1)无解;如若 啄1 = 3,则 P2
1

(P1-1) = 22伊52,因而 P1 =5,则 n=2伊53 =250 是式

(1)的 1 个整数解;而当 啄1逸4 时,式(1)是无解的.

情况 2郾 1郾 2摇 当 k=2,有P1
啄1-1 蒹

2

i = 1
(Pi - 1)= 2353 .

如若 啄1 = 1,则(P1 -1)(P2 -1)= 23 伊53,P1 = 5,

P2 = 251 或 P1 = 11,P2 = 101,因而 n = 2 伊5 伊251 =

2 510与 n=2伊11伊101 = 2 222 是式(1)的 2 个整数

解;如若 啄1 = 2,则 P1 = 5,P2 = 51,但 P2 = 51 不是质

数,因而此时式(1)无解;如若 啄1 = 3,则 P1 = 5,P2 =

11,因而 n= 2伊53 伊11 = 2 750 是式(1)的 1 个整数

解;如若 啄1 = 4,则 P1 = 5,P2 = 3,因而 n = 2伊54 伊3 =

3 750是式(1)的 1 个整数解;如若 啄1 逸5,则方程

P1
啄1-1(P1-1)(P2 -1) = 2353 无解,因而此时式(1)

无解.

情况 2郾 1郾 3 摇 当 k = 3,有 P1
啄1-1 蒹

3

i = 1
(P i - 1) =

2454 .

当 啄1 =1 时,有 仪
3

i = 1
(P i - 1) = 2454,因此有 P1 =

5,P2 =11,P3 = 251,则 n = 2伊5伊11伊251 = 27 610 是

84 重庆工商大学学报(自然科学版) 第 37 卷
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式 ( 1 ) 的 1 个 整 数 解; 当 啄1 = 2 时, 有 P1仪
3

i = 1

(P i - 1) =2454,则有 P1 = 5,P2 = 3,P3 = 251,则 n =

2伊3伊52伊251 =37 650 是式(1)的 1 个整数解;当 啄1

=3 时,有 P2
1 蒹

3

i = 1
(P i - 1) = 2454, 此时式(1)无解;

当 啄1 =4 时,有 P3
1 蒹

3

i = 1
(P i - 1) = 2454,因此有 P1 =5,

P2 =3,P3 =11,则 n = 2伊3伊54 伊11 = 41 250 是式(1)

的 1 个整数解;当 啄1 逸5 时,有 5 啄1-5仪
3

i = 2
(P i - 1) =

22,显然,不存在单质数 P 满足 5 啄1-5仪
3

i = 2
(P i - 1) =

22,因而此时式(1)无解.

情况2郾 1郾 4摇 当 k=4,有 P1
啄1-1 蒹

4

i = 1
(Pi - 1) = 2555.

当 啄1 =1 时,有 仪
4

i = 1
(P i - 1) = 2555,此时式(1)

无解;当 啄1 =2 时,有 P1仪
4

i = 1
(P i - 1) = 2555,则有P1 =

5,P2 =3,P3 =11,P4 = 251,则 n = 2伊3伊52 伊11伊251 =

414 150 是式(1) 的 1 个整数解;当 啄1 逸3 时,有

P1
啄1-1 蒹

4

i = 1
(P i - 1) = 2555, 此时式(1)无解.

情况 2郾 1郾 5 摇 当 k = 5,有 P1
啄1-1 蒹

5

i = 1
(P i - 1) =

2656 .

当 啄1 =1 时,有 仪
5

i = 1
(P i - 1) = 2656,此时式(1)

无解;类似地,可得当 啄1逸2 时式(1)也无解.

情况 2郾 1郾 6 摇 当 k逸6,有 P1
啄1-1 蒹

k

i = 1
(P i - 1) =

2k + 15k + 1 .

当 啄1 =1 时,有仪
k

i = 1

P i - 1
2 = 2 伊 5k+1 . 由于 P1,

P2,…,Pk 的对称与差异性,则

P1-1
2

P2-1
2 …

Pk-1
2 逸1伊2伊5伊52伊…伊5k-2 =

2伊5
(k-2)(k-1)

2

而当 k逸6 时,有(k-2)(k-1)
2 >k+1,因此可得此时

式(1)无解; 类似地,可得到当 啄1逸2 时,式(1)也

无解.

情况 2郾 2摇 当 啄=2,则 n= 22P1
啄1P2…Pk .

情况 2郾 2郾 1摇 当 k=1,有 P1
啄1-1(P1-1) = 2伊52 .

当 啄1 =1 时,有 P1-1 =2伊52,则 P1 =51. 由于 51

不是质数,此时式(1)无解;当 啄1 = 2 时,有 P1(P1 -

1)= 2伊52,不存在单质数 P 满足 P1(P1 -1)= 2伊52,

此时式(1)无解;当 啄1逸3 时,有 P2
1(P1-1) = 2伊52,

可得此时式(1)无解.

情况2郾 2郾 2摇 当 k=2 有 P1
啄1-1(P1-1)(P2-1)= 2253.

当 啄1 =1 时,有(P1-1)(P2-1)= 2253,有 P1 =3,

P2 =251,则 n=22伊3伊251 = 3 012 是式(1)的 1 个整

数解;当 啄1逸2 时,有 P1
啄1-1(P1 -1)(P2 -1) = 2253,

可得此时式(1)无解.

情况 2郾 2郾 3 摇 当 k = 3,有 P1
啄1-1 蒹

3

i = 1
(P i - 1) =

2354 .

当 啄1 =1 时,有仪
3

i = 1
(Pi - 1) = 2354,可得式(1)无

解;当 啄1 =2 时,有P1 =5 和仪
3

i = 2
(Pi - 1)= 2 伊 53,可得

此时式(1)无解;当 啄1逸3 时,有 P1 =5 和 5啄1-1仪
3

i = 2
(Pi -

1) = 2 伊 54,显然, 4 5啄1-1仪
3

i = 2
(Pi - 1) ,而 4 /|2伊54,因

而此时式(1)无解.

情况 2郾 2郾 4 摇 当 k逸4 有 P1
啄1-1 蒹

k

i = 1
(P i - 1) =

2k5k + 1 .

当 啄1 =1 时,有
P1-1
2

P2-1
2 …

Pk-1
2 = 5k+1,由于当

k逸4 时,有

P1-1
2

P2-1
2 …

Pk-1
2 逸1伊5伊52伊…伊5k-1 =5

k(k-1)
2 >5k+1

可得此时式(1)无解;类似地,可得到当 啄1逸2 时,式

(1)也无解.

综合以上的讨论,可得本文的定理 1. 证毕.

94



2摇 结束语

对于包含函数 渍(n)和函数 棕(n)的形如 准(n)

= 2棕(n) q棕(n)
1 q棕(n)

2 …q棕(n)
k 的可解性问题,其中 q1,q2,

…,qk 为互异的奇素数,本文利用 Euler 函数 渍(n)

与 棕(n)的有关性质以及初等方法,给出了当 k = 1,

q1 =5 时方程的所有正整数解,而对于 k 与 q1,q2,

…,qk 取其他任意正整数时,也可利用本文的方式

与方法进行讨论.
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The Solutions of an Equation Involving Euler on Function 渍(n)
and Function 棕(n)

AKIM Yoldax, MAMANTIMIN Adbikirim
(School of Mathematics and Statistics,Xinjiang Kashi University, Xinjiang Kashi 844008, China)

Abstract:Aiming at the solvability of the equation 棕—(n) = 2棕(n)q棕(n)
1 q棕(n)

2 …q棕(n)
k in which Euler function 渍

(n) and function 棕(n) are mixed, where q1,q2,…,qk are distinct odd prime numbers, the solvable problem of the

equation 渍(n)= 2棕(n)5棕(n)was put forward. By using the properties of Euler function and function 棕(n), and by

using the elementary methods, the all 13 positive integer solutions n=1, 11, 202, 250, 2 222, 2 510, 2 750, 3

012, 3 750, 27 610, 37 650, 41 250, 414 150 were obtained.

Key words:Euler function 渍(n); function 棕(n); positive integer solution

责任编辑:

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇 摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

摇
摇

李翠薇

摇 摇 引用本文 / Cite this paper:

阿克木·优力达西,麦麦提明·阿不都克力木. 一个包含 Euler 函数 渍(n)的方程的解[J]. 重庆工商大学学报(自然科学

版),2020,37(5):47—51

AKIM Y,MAMANTIMIN A. The Solutions of an Equation Involving Euler on Function 渍(n)and Function 棕(n)[J]. Journal of

Chongqing Technology and Business University (Natural Science Edition),2020,37(5):47—51

15


