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摘摇 要:在半对偶模的基础上,针对一个模的 GC-投射性在环的优越扩张下是保持的,在已知结论正确

的情况下采用不同于以往的证明方法,利用模的 GC-投射性的等价命题证明主要结论,即对于环的优越扩张

R寅S 和 S-模SM,R-模RM 是一个 GC-投射模当且仅当SM 是一个 GS茚RC-投射模。 使用等价命题后采用的新

证明方法逻辑清晰,形式统一,便于模的具体相关性质的推广与应用。
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0摇 引摇 言

Auslander 和 Bridger[1] 在诺特环上的有限生成

模上首先定义了 G-维数为零的模;紧接着作为 G-
维数为零的模的推广,Enochs 和 Jenda[2] 对一般环

上的任意模定义了 Gorenstein 投射模。 一个 R-模
M 被称为 Gorenstein 投射模,指的是如果下列存在

投射 R-模的正合列:
P:=…寅P1寅P0寅P0寅P1寅…

此时 M艿Im(P1 寅P0),且对任意的投射 R-模 Q,
HomR(-,Q)作用在上述正合列上仍保持正合性,此
正合列 P 称为 R-模 M 的一个完全投射分解。 之后

也相继出现了 Gorenstein 内射模和 Gorenstein 平坦

模。 利用这些模类,类似于经典的同调维数定义了

各种 Gorenstein 同调维数。 经过半个多世纪的发

展,Gorenstein 同调代数已经发展到很高的水平。
对于半对偶模的研究可以回溯到上世纪 70 年

代,Vasconcelos 首先在文献[3]中开始研究诺特环

上的半对偶模;Golod[4]对于有限生成模定义了 GC-

维数,这一概念后被 Holm 和 Jorgensen 推广到诺特

环的一般模上,定义了 GC -投射模;White[5] 对任意

交换环上的 GC-投射模做了一般性的研究,证明了

GC-投射模与 Gorenstein 投射模一样具有很多很好

的性质;刘增凤等[6] 给出了关于 GC -投射模的一种

等价刻画,从而给出了 GC -投射模更 “接近冶 于

Gorenstein 投射模的一种等价定义;在文献[7]中,
Huang 证明了在环的优越扩张下,一个模的 GC -投
射性是保持的,并给出了 GC-内射模、GC-平坦模的

一些性质。
本文主要利用文献[6]中对 GC-投射模的等价

描述,证明了一个模相对于半对偶模的 Gorenstein
投射性在优越扩张下是保持的,即对于环的优越扩

张 R寅S 和 S-模SM,RM 是一个 GC-投射 R-模当且

仅当SM 是一个 GS茚RC-投射 S-模。 文中的大部分结

论是已知的,可见文献[7]。 如此采用新的方法,使
其结果更便于推广与运用。 设文中 R 与 S 均为含

单位元的交换环,一般用RM,SM 表示左 R-模、左 S-
模,而文中 C 指半对偶模,这里采用 P,C,T 表示各

类长正合列。



1摇 预备知识

优越扩张作为一类重要的环扩张,一直是环扩

张理论的重要研究对象[8-9]。
定义 1[5] 摇 设环 R 是 S 的子环,且 R 与 S 具有

相同的单位元。
(1) 若存在{a1,a2,a3,…,an}为 S 的有限子

集,使得 a1 =1,S=Ra1 +Ra2 +Ra3 +…+Ran,称 S 是 R
的有限正规扩张。

(2) 若 S 是 R 的有限正规扩张,且 S 是以{a1,
a2,a3,…,an}为基的自由 R-模,则称 S 是 R 的自由

正规扩张。
(3) 若 S 是 R 的自由正规扩张,且 S 是 R-投射

的,即设SN 是SM 的子模,则由RN | RM 可推出SN | SM
(这里 N |M 表示 N 是 M 的直和项),则此时称 S 是

R 的优越扩张。
注 1摇 在环扩张下,所有的 S-模均为 R-模,所有

投射 S-模也均是投射 R-模。 若 S 是 R 的优越扩张,
则 S 为自由 R-模,S艿R(n),由此可以推出SS茚R-必
与SHomR(RS,-)是等价函子。

回顾半对偶模的定义,对偶模一定是半对偶

模。 实际上,这里给出的 GC-投射 R-模与 GS茚RC-投
射 S-模,均是以 C,S茚RC 半对偶模为基础的。 有如

下定义:
定义 2[7] 摇 设 C 为 R-模,称 C 为半对偶 R-模,

如果满足以下条件:
(1) R-模 C 存在有限投射分解,即存在正合列

…寅P1寅P0寅C寅0,其中 P i 均为投射 R-模。
(2) 存在自然同构 R艿HomR(C,C)。
(3) 对任意的 i逸1,都有ExtiR(C,C)= 0。
根据文献[7]中命题 2郾 3,有下面的结论:
命题 1摇 设 R 和 S 均为交换,兹 是 R寅S 的环同

态,且 S 为平坦 R-模,若RC 是半对偶 R-模,则SS
茚RC 是半对偶 S-模。

由优越扩张的定义及命题 1 可得如下推论:
推论 1摇 设 S 是 R 的优越扩张,若RC 是半对偶

R-模,则SS茚RC 是半对偶 S-模。
首先给出 GC-投射模的具体定义:
定义 3[7] 摇 设 M 为 R-模,若存在 R-模正合列:

…寅P1寅P0寅C茚RQ0寅C茚RQ1寅…
其中的 Pi 和 Qi 均是投射 R - 模,且 此 时 M 艿
Im(P0寅C茚RQ0),对任意的投射 R -模 Q,HomR(-,
C茚RQ)作用在这个正合列上仍保持正合性,则称 M 是

GC-投射 R-模。
在文献[6]中,作者给出了 GC -投射模的一个

等价 刻 画, 使 得 GC - 投 射 模 有 了 “ 类 似 于 冶
Gorenstein 投射模的定义。

命题 2摇 设M 为 R-模,则M 是 GC-投射模的充

要条件是存在 R-模正合列:
…寅C1寅C0寅C0寅C1寅…

且 C i,C i沂AddRC,M艿Im(C0寅C0),对任意的 X沂
AddRC,HomR(-,RX)作用在这个正合列上仍保持正

合性,其中 X沂AddRC 指的是 X 为 R-模RC 的直和

的直和项,而AddRC=AddRC胰AddRR。
注 2摇 GC-投射模类是一个投射预解类,且在直

和与直和项下封闭[5]。

2摇 主要结论

这一节,主要讨论在优越扩张下 GC-投射 R-模
的保持性,其中大部分结论是已知的,利用上述命

题 2,采用了不同于文献[7]的新的方法。
根据环扩张的相关性质,可得以下结论:
引理 1摇 设 兹 是 R寅S 的环同态,且 S 为有限生

成投射 R-模,则有下列结论成立:
(1) SS茚R AddRC哿AddSS茚RC。
(2) 对任意的SX沂AddSS茚RC,有RX沂AddRC。
证明摇 (1) 已知 兹 是 R寅S 的环同态,因为在环

扩张下对任意的 R -模 Q,均有 S茚R (C茚RQ) 艿
(S茚RC)茚S(S茚RQ),由此可得结果。

(2) 对任意的SX沂AddSS茚RC,即SX 为SS茚RC
的直和的直和项。 又因为张量函子保持直和与直

和项,所以RS茚RX 为RS茚( SS茚RQ)的直和的直和

项,且RS茚( SS茚RQ) 艿RS茚RC,RS茚RX艿RX;又因

为RS茚( SS茚RQ)艿RS茚RC,则RX 为RS茚RC 的直和

的直和项;由 S 是有限投射 R-模可知RS茚RC 是RC
的直和的直和项;故RX 为RC 的直和的直和项,
即RX沂AddRC。

引理 2[9] 摇 设 S 是 R 的环扩张且 S 是 R-投射

的,若M 是 S-模,则SM 是SS茚RM 和SHomR(S,M)的
直和项。

根据预备知识及上述引理,开始采用新的方法

来证明下述已知的结论。
命题 3摇 设 兹 是 R寅S 的环同态,且RS 为投射 R

-模,若RM 是 GC-投射 R-模,则SS茚RM 是 GS茚RC-投
射 S-模。

证明摇 若RM 是 GC-投射 R-模,由命题 2 可知,
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存在如下 R-模正合列:
RC:=…寅C1寅C0寅C0寅C1寅…

且 C i,C i沂AddRC,M艿Im(C0寅C0),对任意的 X沂
AddRC,HomR( RC,RX)是正合的。 又知RS 是投射 R-
模,因此SS茚RC 是 S-模正合列:

SS茚RC:=…寅S茚RC1寅S茚RC0寅
S茚RC0寅S茚RC1寅…

由引理 1 (1)及对任意的投射 R-模 P,SS茚RP
均为投射 S-模,即SS茚RP沂AddSS,可知SS茚RC i,SS

茚RC i 沂 AddSS茚RC,且 S茚RM艿 Im ( S茚RC0 寅 S
茚RC0)。

下面只需证明对任意的SX沂AddSS茚RC,HomR

( SS茚RC,SX)是正合的即可。
由 S-模均为 R-模和引理 1 (2)可推出RX沂

AddRC。 又由伴随同构定理可知:
HomS( SS茚RC,SX)艿HomR( RC,RHomS( SS,SX))艿

HomR( RC,RX)
再由RM 是 GC-投射 R-模可知HomR( RC,RX)是

正合的, 则对任意的SX 沂 AddSS 茚RC, HomR ( SS
茚RC,SX)是正合的,即证S S茚RM 是 GS茚RC -投射 S
-模。

命题 4摇 设 S 是环 R 的优越扩张,则RM 是 GC-
投射 R-模的充分必要条件是SS茚RM 是 GS茚RC-投射

S-模。
证明摇 必要性由命题 3 可得。
充分性:由 S 是 R 的优越扩张,可知 S艿R(n)。

因为 GC-投射模在直和项下封闭,要证RM 是 GC-投
射 R-模,只需证明RM(n)是 GC-投射 R-模。

对任意的RX沂AddRC,有
Exti逸1

R ( RM(n),RX)艿Exti逸1
R ( RM(n),RR茚RX)艿

Exti逸1
R ( RM,RS茚RX)艿

Exti逸1
R ( RM,RHomS( SS,SS茚RX))艿
Exti逸1

S ( SS茚RM,SS茚RX)
又因为SS 茚RX 沂SS 茚R AddRC, 此时由引理

1(1)知SS茚RX沂AddSS茚RC。
且由SS 茚RM 是 GS茚RC - 投射 S - 模知 Exti逸1

S

( SS茚RM,SS茚RX)= 0。 从而对任意的RX沂AddRC,
Exti逸1

R ( RM(n),RX)= 0。
由SS茚RM 是 GS茚RC-投射 S-模可知,存在下列 S

-模正合列:
S壮:=0寅S茚RM寅C0寅C1寅

…寅C i寅…

其中SCi沂AddSS茚RC。 且对任意的SY沂AddSS茚RC,

HomS( S壮,SY)是正合的。 由引理 1 (2)可知,有 R-
模正合列:

R壮:=0寅M(n)寅C0寅C1寅…寅C i寅…

其中RC i沂AddRC。 且对任意的RX沂AddRC,由伴随

同构定理及优越扩张下函子等价可得:

S茚RHomR( R壮,RX)艿茌
n

i=1
HomR( R壮,RX)艿

HomR( R壮,RS茚RX)艿HomR( RS茚ST,RS茚RX)艿
HomS( S壮,HomR( RS,SS茚RX))艿

茌
n

i=1
HomS( S壮,SS茚RX)

同理由SS茚RM 是 GS茚RC -投射 S-模可知HomS

( S壮,SS茚RX)正合,经上述同构可得对任意的RX沂
AddRC,HomR( R壮,RX)是正合的,故RM(n) 是 GC -投

射 R-模。 综上所述,RM 是 GC-投射 R-模。
利用上述的相关引理与命题,可以得到一个模

相对于半对偶模的 Gorenstein 投射性在优越扩张下

是保持的。
定理 1摇 设 S 是 R 的优越扩张,M 是 S-模,RM

是 GC-投射 R-模的充分必要条件是SM 是 GS茚RC-投
射 S-模。

证明摇 必要性:若RM 是 GC-投射 R-模,由命题

3 知SS茚RM 是 GS茚RC-投射 S-模,又由引理 2 知在优

越扩张下SM 是SS茚RM 的直和项,所以SM 是 GS茚RC-
投射 S-模。

充分性:若SM 是 GS茚RC-投射 S-模,则存在下述

S-模正合列:
SC:=…寅SC1寅SC0寅SC0寅SC1寅…

其中SC i,SC i沂AddSS茚RC,SM艿Im( SC0寅SC0),从而

有 R-模正合列:
RC:=…寅RC1寅RC0寅RC0寅RC1寅…

由投射 S - 模是投射 R - 模和引理 1 ( 2 ),

知RC i,RC i沂AddRC,RM艿Im( RC0 寅RC0 ) 且对任意

的RX沂AddRC,有
HomR( RC,RX)艿HomR( RS茚SC,RX)艿

HomS( SC,HomR( RS,RX))艿
HomS( SC,HomR( RS,RX))艿HomS( SC,SS茚RX)

因为SS茚RX沂AddSS茚RC,所以由HomS( SC,SS
茚RX)的正合性可得HomR( RC,RX)是正合的。

综上所述,RM 是 GC-投射 R-模。

3摇 讨摇 论

在文献[7]中,由于 GC -投射模定义中的长正

合列中各类模的表达形式不统一,使得其相关性质
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的证明往往需要分开讨论,证明过程显得繁复和杂

乱。 本文是基于文献[7]中已知的相关结论利用文

献[6]中 GC -投射模的等价命题去重新证明,不同

点是利用其等价命题后,可将长正合列中的各类模

改写为统一形式,从而利用此形式再证明对于环的

优越扩张 R寅S 和 S-模SM,RM 是一个 GC-投射 R-
模当且仅当SM 是一个 GS茚RC -投射 S-模,采用的证

明形式统一,内容充实简便。
文章此时只探究了 GC -投射模的一些重要性

质,后续将进一步探究 GC-内射模、GC-平坦模的对

偶的等价命题,再进一步对相关性质进行探究证

明,便于模的 GC-投射性、内射性、平坦性的推广与

应用。
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GC 鄄projective Modules under Excellence Extension

ZHOU Jun, HU Yue, GE Mao鄄rong
(School of Mathematical Sciences, Anhui University,Hefei 230601, China)

Abstract:We know that the Gorenstein projectivity relative to a semidualizing module is preserved under
excellent extensions. A new method of proof is adopted when the conclusion is known to be correct. Using the
equivalent proposition of the definition to prove that for an excellent extension R寅S and an S鄄moduleSM,RMis GC鄄
projective module if and only if SM is GS茚RC鄄 projective module. The form of the new method after using equivalent
proposition is uniform. It is convenient to generalize and apply the related properties of modules.

Key words:semidualizing modules;GC鄄 projective modules; excellent extensions
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