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摘摇 要:针对损失函数为最小一乘问题,惩罚项由基数函数定义的绝对值优化问题,提出用 MCP

(Minimax Concave Penalty)非凸正则来连续逼近基数罚,得到一个精确连续的绝对值优化松弛问题。 首先,

证明了带基数罚的绝对值优化问题的全局最优解;其次,研究了带基数罚的绝对值优化问题与带 MCP 罚的

绝对值优化松弛问题之间全局最优解的等价性;最后,证明了在一定的条件下这两个绝对值优化问题具有

相同的全局最优解。

关键词:绝对值优化问题;MCP;最优解;等价性

中图分类号:O224摇 摇 摇 文献标志码:A摇 摇 摇 文章编号:1672-058X(2020)05-0037-06

0摇 引摇 言

稀疏优化在金融、计量经济学、图像处理、模式

识别、变量选择、变量空间降维、稀疏重构、投资组

合等多个领域都具有重要的作用[1-4]。 其目的是获

得欠定线性非零分量个数尽可能少的解,即 L0 罚

问题:

min
x沂Rn

G(x):= f(x)+姿 x 0

其中,f(x)表示损失函数,例如最小一乘、最小

二乘、Huber 函数等, x 0 表示向量 x 非零分量的个

数。 在文献[5] 中已经证明了 L0 罚是 NP 难的。

Lasso 是常用来松弛 L0 罚问题的一种方法。 有研究

证明当数据矩阵满足零空间性质或限制等距条件,

损失函数为最小二乘时,Lasso 问题与 L0 罚问题是

等价的[6],但 Lasso 得到的结果常常是有偏估计

量[7],并且 Lasso 模型解缺少 Oracle 性质[8-10]。 而

MCP,SCAD,capped-L1 等折叠凹罚具有很好的性

质,如估计量的无偏性、连续性、稀疏性等[9]。 注意

到,MCP 罚产生的估计量不仅具有 Oracle 性质,而

且在理论及数值上优于 capped-L1,SCAD[1]。

考虑损失函数为最小一乘时,L0 罚问题与松弛

问题解的等价性是否成立。 在统计意义下,最小一

乘损失可以有效地处理离群值,这使得最小一乘损

失具有鲁棒性,所以考虑用 MCP 罚来连续近似逼近

L0 罚。 另外,由于高维回归问题非凸正则化的复杂

性,目前关于高维非凸正则的相关理论成果稀少。



因为带基数罚的最小一乘问题往往归结为 n 个

一维绝对值优化问题,因此对其对应的绝对值优化

问题进行研究是研究带基数罚的最小一乘问题的

基础。 本文研究绝对值优化问题 MCP 松弛模型与

L0 罚问题之间解的关系,讨论这两个问题是否具有

相同的全局最优解,期望为研究高维回归问题非凸

正则化提供一定的思路。

文章的结构如下,第一节主要介绍研究的两个

优化模型,第二节证明了两个优化模型之间解的等

价性。

1摇 优化模型

首先,考虑原始绝对值优化问题:

min
x沂R

g(x):= ax-b +姿 x 0 (1)

这里 a>0,b沂R, x 0 表示一维情况下的 L0 范

数,即坌x沂R,有

x 0 =
0,x=0

1,x屹{ 0

式(1)的一维连续绝对值优化松弛问题为

min
x沂R

軌g(x):= ax-b +渍(兹,姿,x) (2)

其中,罚函数

渍(兹,姿,x)= 姿 x -x
2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

兹 I( x 臆兹姿) +
1
2 兹姿2 I( x >兹姿)

此处,兹>0,姿>0 是参数,I(·) 为指示函数。 注意

到,MCP 罚函数满足下列的性质:

(i) 当 x>0 时,渍(兹,姿,x)是单调不减的光滑凹

函数,并有 0<渍忆(兹,姿,x)臆姿。

(ii) xi沂R / {0}有 渍(兹,姿,xi)>0,并且 渍(兹,姿,

0)= 0。

图 1 是一维情形下 L0,L1,MCP 函数的图像,由

MCP 函数的定义及图 1 可知,当 兹寅+肄时,MCP 罚

逐渐趋向于 L1 罚;当 兹寅1 时,MCP 罚逐渐逼近 L0

罚;当 xi 臆兹姿,MCP 罚对特征系数进行压缩;当

xi >兹姿,MCP 罚对特征系数不再进行压缩。 因此

MCP 罚是通过对于目标变量特征系数的压缩来实

现近似无偏估计的。
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图 1摇 一维情形下 L0,L1,MCP 函数图像

Fig. 1摇 L0,L1,MCP functions image under some conditions

2摇 解的等价关系

主要分析式(1)与式(2)之间解(全局最优解)

的等价性。

定理 1摇 当 a>0,b沂R,姿>0 时,则式(1)的全局

最优解 x*满足:

x* =

0,姿> b

0 或
b
a ,姿= b

b
a ,姿<

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï b

证明摇 当 x=0 时,g(x)= ax-b +姿 x 0 = b ;
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当 x屹0 时,则有 g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a =姿臆g(x)= ax-b +姿,故当

g(0)<g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a ,即 b <姿,则 x* = 0;当 g(0) >g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a ,

即 b >姿,则 x* = b
a ;当 g(0)= g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a ,即 b =姿 时,

同时达到最优。

定理 2摇 设 a>0,姿逸2a,兹姿=2,则对 b沂R,g 的

全局解是 軌g 的全局最优解。

证明摇 由式(2)可知:

軌g(x)=
ax-b + 1

2 兹姿2, x >兹姿

ax-b +姿 x -x
2

2兹, x 臆

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï 兹姿

玉 对 b臆0 的情况讨论。

(i) b
a 臆-兹姿。

淤 当 x臆 b
a ,即 ax-b臆0,故

軌g(x):= b-ax+兹姿
2

2

由于

軌g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a = 1
2 兹姿2臆軌g(x)

则 軌g(x)在此区间上的最优解 x1 =
b
a ,最优值

軌g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a = 1
2 兹姿2

于 当
b
a <x臆-兹姿,即 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b+兹姿
2

2

由于 軌g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a = 1
2 兹姿2 <軌g(x),故最优解不在此区

间上。

盂 当-兹姿<x臆0,即 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b-姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x+兹(姿-a)]

2+兹(姿-a)
2

2 -b

又因为

軌g(0)= -b<軌g(-兹姿)= 兹姿2

2 -a兹姿-b<軌g(x)

故在此区间上最优解 x3 =0,最优值为 軌g(0)= -b。

榆 当 0<x臆兹姿,即 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b+姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x-兹(姿+a)]

2+兹(姿+a)
2

2 -b

由于

軌g(0)= -b<軌g(x)

故最优解不在此区间上。

虞 当 x>兹姿,即 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b+兹姿
2

2

由于

軌g(0)= -b<軌g(兹姿)= a兹姿-b+ 1
2 兹姿2<軌g(x)

故最优解不在此区间上。

(ii) -兹姿< b
a 臆0。

淤 当 x臆-兹姿,即 ax-b臆0,故

軌g(x):= b-ax+兹姿
2

2

由于

軌g(0)= b<軌g(-兹姿)= 1
2 兹姿2+a兹姿+b臆軌g(x)

故最优解不在此区间上。

于 当-兹姿<x臆 b
a 时,则 ax-b臆0,故

軌g(x):= b-ax-姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x+兹(姿+a)]

2+兹(姿+a)
2

2 +b

由于

g(x)逸軌g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a = -姿b
a - b2

2a2兹
=

b 2a兹姿- b
2a2

æ

è
ç

ö

ø
÷

兹 > b 2a兹姿-a兹姿
2a2

æ

è
ç

ö

ø
÷

兹 =

姿 b
2a 逸 b =軌g(0)
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故最优解不在此区间上。

盂 当
b
a <x臆0 时,则 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b-姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x-兹(a-姿)]

2+兹(a-姿)
2

2 -b

又因为

g(x)>軌g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a = -姿b
a - b2

2a2兹
=

b 2a兹姿- b
2a2

æ

è
ç

ö

ø
÷

兹 > b 2a兹姿-a兹姿
2a2

æ

è
ç

ö

ø
÷

兹 =

姿 b
2a 逸 b =軌g(0)

故在此区间上最优解 x7 =0,最优值 軌g(0)= -b。

榆 当 0<x臆兹姿 时,即 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b+姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x-兹(姿+a)]

2+兹(姿+a)
2

2 -b

又因为

軌g(0)= -b<軌g(x)

故 軌g(x)的最优解不在此区间上。

虞 当 x>兹姿 时,即 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b+兹姿
2

2

由于

軌g(0)= b<軌g(兹姿)= a兹姿-b+ 1
2 兹姿2<軌g(x)

故 軌g(x)的最优解不在此区间上。

II 对 b>0 的情况讨论。

(i) 0< b
a 臆兹姿。

淤 当 x<-兹姿,即 ax-b臆0,故

軌g(x):= b-ax+兹姿
2

2

由于

軌g(0)= b<軌g(-兹姿)= 1
2 兹姿2+a兹姿+b<軌g(x)

故最优解不在此区间上。

于 当-兹姿臆x臆0,即 ax-b臆0,故

軌g(x):= b-ax-姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x+兹(姿+a)]

2+兹(姿+a)
2

2 +b

由于

軌g(0)= b臆軌g(x)

所以軌g(x)在此区间上最优解 x11 =0,最优值軌g(0)= -b。

盂 0<x臆 b
a 时,即 ax-b臆0,故

軌g(x):= b-ax+姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x-兹(姿-a)]

2+兹(姿-a)
2

2 +b

由于

軌g(0)= b<軌g(x)

故 軌g(x)的最优解不在此区间上。

榆 当
b
a <x臆兹姿 时,即 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b+姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x-兹(a+姿)]

2+兹(a+姿)
2

2 +b

又因为

g(x)>軌g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a =姿ba - b2

2a2兹
=

b 2a兹姿-b
2a2

æ

è
ç

ö

ø
÷

兹 >b 2a兹姿-a兹姿
2a2

æ

è
ç

ö

ø
÷

兹 =

姿b
2a逸b=軌g(0)

故 軌g(x)的最优解不在此区间上。

虞 当 x>兹姿 时,即 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b+兹姿
2

2

由于

軌g(0)= b<軌g(兹姿)= a兹姿-b+ 1
2 兹姿2<軌g(x)

故 軌g(x)的最优解不在此区间上。

(ii) b
a >兹姿。
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淤 当 x<-兹姿 时,即 ax-b臆0,故

軌g(x):= b-ax+兹姿
2

2

由于

軌g(0)= b<軌g(-兹姿)= 1
2 兹姿2+a兹姿+b<軌g(x)

故 軌g(x)的最优解不在此区间上。

于 当-兹姿臆x臆0,即 ax-b臆0,故

軌g(x):= b-ax-姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x+兹(姿+a)]

2+兹(姿+a)
2

2 +b

又因为

軌g(0)= b臆軌g(x)

则軌g(x)在此区间上的最优解 x17 =0,最优值軌g(0)= -b。

盂 当 0<x臆兹姿 时,即 ax-b臆0,故

軌g(x):= b-ax-姿x-x
2

2兹=

- 1
2兹[x+兹(姿+a)]

2+兹(姿+a)
2

2 +b

又因为

軌g(0)= b<軌g(x)

故 軌g(x)的最优解不在此区间上。

榆 当 兹姿<x< b
a 时,则 ax-b<0,故

軌g(x):= b-ax+兹姿
2

2

由于

軌g(0)<軌g(-兹姿)= 兹姿2

2 +a兹姿+b<軌g(x)

故 軌g(x)的最优解不在此区间上。

虞 当 x逸 b
a 时,则 ax-b逸0,故

軌g(x):=ax-b+兹姿
2

2

由于

軌g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a = 兹姿
2

2 臆軌g(x)

故 軌g ( x) 在此区间上最优解 x18 = b
a ,最优值为

軌g bæ

è
ç

ö

ø
÷

a = 1
2 兹姿2。

综上所述,式(2)的全局最优解 x̂ 如下:

x̂=

0,兹姿2>2 b

0 或
b
a ,兹姿2 =2 b

b
a ,兹姿2<2

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï b

故当取 兹姿=2 时,有

x̂=

0,姿> b

0 或
b
a ,姿= b

b
a ,姿<

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï b

故由定理 1 可知 g 与 軌g 的全局最优解相同。

3摇 结束语

针对损失函数为最小一乘问题,惩罚项由基数

函数定义的绝对值优化问题,用 MCP 罚来连续逼近

基数罚,得到一个精确连续的松弛问题,证明了在

一定的条件下这两个优化问题具有相同的全局最

优解。 这为进一步研究高维最小一乘回归问题提

供了启发。
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The Equivalence of Solutions of Two Absolute Value Optimization Problems

LUO Xiao鄄min, PENG Ding鄄tao
(School of Mathametics and Statistics, Guizhou University, Guiyang 550025,China)

Abstract:This paper focuses on the absolute value optimization problem, where the loss function is least

absolute deviation and the penalty term is defined by the cardinality function. In order to obtain an exact continuous

relaxation problem, we use MCP (minimax concave penalty) to approximate the cardinality penalty. Firstly, we

prove the global optimal solution of the absolute value optimization problem with cardinal penalty. Then we discuss

the equivalence of the global optimal solution between the absolute value optimization problem with cardinal penalty

and the absolute value optimization relaxation problem with MCP penalty. Finally, under some mild conditions, we

proved that the two problems have the same optimal solutions.

Key words:absolute value optimization problem; MCP; optimal solution; equivalence
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