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摘摇 要:非线性 Schr觟dinger 方程被广泛应用于数学物理问题中的量子力学、非线性光学等领域,其中非

线性 Schr觟dinger 耦合系统已成为研究热点,对该系统优化和改进非线性项的条件和带周期函数问题是其中

比较困难的部分,针对这种定义在无界区域上的耦合问题,提出了一类带多个不同周期函数的非线性

Schr觟dinger 耦合系统方程;基于变分法和一些分析技巧,将求该类系统的解转化为求对应能量泛函的临界点

问题;当该类系统满足适当条件时,可以验证其能量泛函满足山路几何结构,得到一组有界非负的(Ce)c 序

列,再利用集中紧性原理分两种情形得到其非平凡非负解的存在性;最后由强极大值原理获得该类系统正

解的存在性,推广了已有的研究结果。
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0摇 引摇 言

考虑下面的非线性 Schr觟dinger 耦合系统:

-驻u+V1(x)u= f1(x,u)+姿(x)v,x沂RN

-驻v+V2(x)v= f2(x,v)+姿(x)u,x沂R{ N
(1)

其中 N逸3,对于 i = 1,2,Vi ( x), f i ( x,·) 和

姿(x)均为正的连续函数。 这类系统的模型来源于

量子力学和非线性光学[1-3],例如光脉冲在非线性

双核定向耦合器中的传播。 当 姿( x)= 0 时,式(1)

便退化成两个一般的 Schr觟dinger 方程,这类方程已

经被广泛研究[4-6]。 近年来,文献[1]研究了如下

Schr觟dinger 耦合系统:

-驻u+u=(1+a(x)) | u | p-1u+姿v,x沂RN

-驻v+v=(1+b(x)) | v | p-1v+姿u,x沂R{ N
(2)

当 N= 1,a(x),b(x)沂L肄 (RN), lim
| x |寅+肄

a( x) =

lim
| x |寅+肄

b(x)= 0,且 姿 充分小时,证明了式(2)非平凡

解的存在性。 当 N逸2 时,在其他一些假设条件下,

文献[3]获得了式(2)正基态解的一些存在性结果。

更多地,如果(1+a(x)) | u | p-1u 和(1+b(x)) | v | p-1 v

分别被次临界项 f(u)和 g(v)替换,当 N逸3,u(x)、

v(x)寅0, | x |寅+肄且 姿沂(0,1)时,文献[7]证明了

式(2)存在正的径向对称基态解。 受以上文献启

发,本文考虑一个更一般的 Schr觟dinger 耦合系统正

解的存在性,将已有的系统推广到带有多个不同周

期函数的非线性 Schr觟dinger 耦合系统的情形,现对
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Vi(x)和 姿(x)作如下假设:

(H1) 摇 Vi(x),姿(x)沂C(RN,R+)疑L肄(RN)在

每个 x1,x2,…,xN 上均为 1-周期函数。

(H2) 摇 存在 兹沂(0,1),使得

姿(x)臆兹 V1(x)V2(x) ,坌x沂RN

此外,f i沂C(RN 伊R+ R)及其原函数 F i(x,t) =

乙t
0
f i(x,s)ds 满足如下条件:

(F1) 摇 对坌( x, t) 沂RN 伊R+, f i ( x, t) > 0,对

坌(x,t)沂RN伊R-,f i(x,t)= 0,且 f i(x,t)在每个 x1,

x2,…,xN 上均为 1-周期函数。

(F2) 摇 lim
t寅0+

f i(x,t)
t = lim

t寅+肄

f i(x,t)
t2*-1 = 0 关于 x 一

致地成立于 x沂RN。

(F3) 摇 lim
t寅+肄

F i(x,t)
t2

= +肄关于 x 一致地成立于

x沂RN。

(F4) 摇 存在 滓,r>0 和 资>max 1,N{ }2 ,使得对 t

逸r 和坌(x,t)沂RN伊R+,有

F资
i (x,t)臆滓t2资軌F i(x,t)

其中 軌F i(x,t)=
1
2 f i(x,t) t-F i(x,t)>0。

本文的主要结果:

定理 1摇 假设条件(H1)(H2)成立,则式(1)有

一个非平凡正解。

注 1摇 (i) 由式(1)的形式知,它不存在半平凡

解(u,0)或(0,v),否则没有意义。

(ii) 条件(F4)已经在文献[5]中被介绍,对于

i=1,2,对坌(x,t)沂RN伊R+,如果取

f i(x,t)= p(x) t琢i ln(1+t),琢i沂[2,2*-1)

其中 p(x)逸2 为 1-周期函数,不难验证f i(x,t)

满足条件(F1)(F4),但不满足(AR)条件。

1摇 预备知识

为了方便,记 C,C着,Ck(k = 1,2,…)为不同的正

常数, · s为 Ls(RN) (1臆s臆肄 )中的范数,on(1)

为当 n寅+肄 时的高阶无穷小量,Br(x)为一个球心

在 x沂RN 且半径为 r >0 的开球。 最后, 记 w依 =

max{依w,0},w=w+-w-,R+ = (0, +肄 ),且 R- = ( -

肄 ,0]。

下面定义通常的 Sobolev 空间 H1(RN)的内积和

范数分别为

(u,v) = 乙
RN
(荦u荦v + uv)dx, u = (u,v)

1
2

定义空间 H1
M(RN)= {u沂H1(RN): u 2

M<+肄 },

其中 u M = (乙
RN
( 荦u 2 + Mu2)dx)

1
2 表示相应的

范数,M 为正函数 Vi( x) (简记为 Vi), i = 1,2。 同

时,定义 E=H1
V1(R

N)伊H1
V2(R

N)的范数为

(u,v) = ( u 2
V1+ v 2

V2)
1
2

并记 E*为 E 的对偶空间。 由条件(H1)易知,对 i =

1,2, · Vi与 · 等价,且 H1
Vi(R

N)连续地嵌入到

Lq(RN)中,2臆q臆2*,其中 2* = 2N
N-2为临界 Sobolev

指数。

为了获得式(1)的非平凡正解,在 E 上定义如

下能量泛函:

椎(u,v) = 1
2 (u,v) 2 -

乙
RN
(F1(x,u) + F2(x,v))dx -

乙
RN
姿(x)uvdx

由临界点理论知,式(1)的解与泛函 椎沂C1(E,

R)的临界点一一对应。

2摇 主要结果的证明

为了证明定理 1,将借助下面的引理来完成。

引理 1摇 假设条件(H1) (H2)的(F1)—(F3)

成立,则泛函 椎 满足山路结构:

(I1) 摇 存在常数 琢, 籽0 > 0,如果 u = 籽0,则

有椎(u)逸琢。
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(I2) 摇 存在 e沂E,使得 e >籽0 且 椎(e)<0。

证明摇 事实上,由条件(F1)—(F2)知,对坌着>

0,(x,t)沂RN伊R 及 i=1,2,有

0臆f i(x,t)臆着 t +C着 t 2*-1

0臆F i(x,t)臆着 t 2+C着 t 2* (3)

对坌(u,v)沂E,由条件(H1)和(H2)知

2乙
RN
姿(x)uvdx 臆 兹乙

RN
V1(x)V2(x) | uv | dx 臆

兹乙
RN
(V1(x) | u | 2 + V2(x) | v | 2)dx 臆 兹 (u,v) 2

(4)

这样,结合式(3) (4)和 Sobolev 嵌入不等式

可得

椎(u,v) 逸 1
2 (u,v) 2 - 乙

RN
[着( | u | 2 +

| v | 2) + C着( | u | 2* +| v | 2*)]dx -

兹
2 (u,v) 2 逸 1 - 兹

2 - C( )着

(u,v) 2 - C (u,v) 2*

当 着 足够小时,使得
1-兹
2 -C着>0,则存在 琢,籽0 >

0,使得 椎(u,v)逸琢,坌 (u,v) = 籽0。

此外,固定(渍,准)沂C肄
0 (RN)伊C肄

0 (RN)且 渍,准>

0,利用条件(H1)和(F3),当 t 充分大时,有

椎( t渍,t准)
t2

= 1
2 (渍,准) 2 -

乙
RN

F1(x,t渍)
( t渍) 2 渍2 +

F2(x,t准)
( t准) 2 准2 + 姿(x)æ

è
ç

ö

ø
÷渍准 dx

寅- 肄

那么存在 t0>0,使得 ( t0渍,t0准) >籽0 且 椎( t0渍,

t0准)<0,这时只需取 e=( t0渍,t0准)即可。

注 2 摇 在引理 1 成立的条件下,运用一个带

(Ce)条件的山路定理[8]可知,存在一个(Ce) c 序列

{(un,vn)}奂E,即满足

椎(un,vn)寅c逸琢>0

(1+ (un,vn) ) 椎忆(un,vn) E*寅{ 0
(5)

其中

c= inf
酌沂祝

max
t沂[0,1]

椎(酌( t))

祝={酌沂C([0,1],E):酌(0)= (0,0),酌(1)= e}

引理 2摇 假设条件(H1) (H2)和(F1)—(F4)

成立,则满足式(5)的(Ce) c 序列{(un,vn)}在 E 中

有界且可以取得非负。

证明摇 对满足式(5)的所有(Ce) c 序列{(un,

vn)}奂E,有

c + on(1) = 椎(un,vn) - 1
2 椎忆(un,vn),(un,vn[ ]) =

乙
RN
(軌F1(x,un) + 軌F2(x,vn))dx (6)

先用反证法证明 {(un, vn )} 的有界性。 假设

(un,vn) 寅+肄,且令 wn =
un

(un,vn)
,zn =

vn
(un,vn)

,

则 wn
2
V1+ zn 2

V2 =1,必要时取子序列,那么假设(wn,

zn) 寅
弱

(w,z)于 E,(wn,zn)寅(w,z)于 Lq
loc(RN) 伊Lq

loc

(RN)(坌q沂[2,2*)),并且(wn(x),zn(x))寅(w(x),

z(x))a. e.于 R2N。 由条件(F1)和式(4)(5)知

0 < 1 - 兹
2 臆 limsup

n寅+肄 乙RN

F1(x,un) + F2(x,vn)
(un,vn) 2 dx

(7)

对坌茁>0,i=1,2,定义

gi(茁)= inf{軌F i(x,t):x沂RN,t逸茁} (8)

由条件(F1)和(F3)—(F4)知,对 t逸茁逸r>0 和

i=1,2,当 t寅+肄时,有

滓軌F i(x,t)逸
F i(x,t)

t
æ

è
ç

ö

ø
÷2

资

寅+肄

则对坌茁>0,gi(茁)>0, lim
n寅+肄

gi(茁)= +肄 。 联系条

件(F4),对 b > a逸0,设 赘n ( a, b) = { x沂RN: a臆

| u(x) |臆b},且

Cb
a = inf

軌F i(x,t)
t2

:x沂RN,a臆t臆{ }b >0

i=1,2 (9)

由式(6)(8)和(9)可知

c + on(1) = (乙
赘n(0,a)

+ 乙
赘n(a,b)

+ 乙
赘n(b,+肄)

)

(軌F1(x,un) + 軌F2(x,vn))dx 逸

Cb
a乙

赘n(a,b)
( un

2 + vn 2)dx +
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(g1(b) + g2(b)) 赘n(b, + 肄)

则有

max{Cb
a乙

赘n(a,b)
( un

2 + vn 2)dx,

(g1(b) + g2(b)) | 赘n(b, + 肄) | } 臆 C (10)

那么当 b寅+肄时,有

|赘n(b,+肄 ) |臆 C
g1(b)+g2(b)

寅0 (11)

对每一个 琢1沂[2,2*),由式(11)及 H觟lder 不

等式知,当 b寅+肄时,

乙
赘n(b,+肄)

wn
琢1dx 臆 乙

赘n(b,+肄)
| wn | 2*d( )x

琢1
2* 伊

| 赘n(b, + 肄) |
2*-琢1

2* 寅0 (12)

类似地,对坌琢2 沂[2,2* ),当 b寅+肄 时,可

得到

乙
赘n(b,+肄)

| zn | 琢2dx 寅0 (13)

更多地,由式(10)可知,当 n 充分大时,有

乙
赘n(a,b)

( wn
2 + zn 2)dx =

1
(un,vn) 2乙

赘n(a,b)
( un

2 + vn 2)dx 臆

C
Cb

a (un,vn) 2 寅0 (14)

取 着>0,由条件(F2)知,存在 a着>0,使得对坌a着

逸t逸0,有 0臆F i(x,t)臆着t2,i=1,2,则对每个 n,有

乙
赘n(0,a着)

F1(x,un) + F2(x,vn)
(un,vn) 2 dx =

乙
赘n(0,a着)

F1(x,un) + F2(x,vn)
un

2 + vn 2 ( wn
2 + zn 2)dx 臆

着乙
赘n(0,a着)

( wn
2 + zn 2)dx 臆 着 (15)

又由条件(F1)和(F2)知,0臆F i( x, t)臆C1 t2,

i=1,2,那么对坌x沂赘n(a着,b着),由式(14)可得,存

在 N0>0,使得当 n逸N0 时,有

乙
赘n(a着,b着)

F1(x,un) + F2(x,vn)
(un,vn) 2 dx 臆

2C1乙
赘n(a着,b着)

( wn
2 + zn 2)dx < 着 (16)

现设 资忆 = 资
资-1 沂 1,2

*
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 , 并记 赘忆 = 赘n ( b着,

+肄 ),则由条件 ( F1) ( F4),式 (10) (12) (13) 及

H觟lder 不等式可知,对每个 n,当 b着寅+肄时,经整理

可得:

乙
赘忆

F1(x,un) + F2(x,vn)
(un,vn) 2 dx 臆

乙
赘忆

F1(x,un)
un

2 +
F2(x,vn)

vn
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 ( wn
2 + zn 2)dx 臆

乙
赘忆

F1(x,un)
un

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

资

dæ

è
ç

ö

ø
÷x

1
资
+ 乙

赘忆

F2(x,vn)
vn

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

资

dæ

è
ç

ö

ø
÷x

1

é

ë
êê

ù

û
úú

资
伊

乙
赘忆

wn
2资忆d( )x

1
资忆 + 乙

赘忆
zn 2资忆d( )x

1
资[ ]忆 臆

乙
赘忆
滓軌F1(x,un)d( )x

1
资 + 乙

赘忆
滓軌F2(x,vn)d( )x

1

[ ]资 伊

乙
赘忆

wn
2资忆d( )x

1
资忆 + 乙

赘忆
zn 2资忆d( )x

1
资[ ]忆 臆

C2 乙
赘忆

wn
2资忆d( )x

1
资忆 + 乙

赘忆
zn 2资忆d( )x

1
资[ ]忆 < 着

(17)

最后由式(15)—式(17)知

lim
n寅+肄乙RN

F1(x,un) + F2(x,vn)
(un,vn) 2 dx = 0

这与式(7)矛盾,从而得证序列{(un,vn)}在 E

中有界。

下证有界的(Ce) c 序列{(un,vn)}可以取得非

负。 由条件(F1)和式(4)式(5)知

on(1) = [椎忆(un,vn),( - u -
n , - v -

n )] =

摇 (u -
n ,v -

n ) 2 + 乙
RN
[ f1(x,un)u -

n +

摇 f2(x,vn)v -
n + 姿(x)(unv -

n + vnu -
n )]dx 逸

摇 (u -
n ,v -

n ) 2 - 2乙
RN
姿(x)u -

n v -
n dx 逸

摇 (1 - 兹) (u -
n ,v -

n ) 2

从而推出 (u-
n,v-n) = on(1),则易得到当 n寅+

肄时,椎( u+
n, v+n )寅 c 且 椎忆(u+

n,v+n) E* 寅0,这样,

{(u+
n, v+n )} 就是 E 中的一个非负有界的 ( Ce) c

序列。

13



定理 1 的证明摇 由引理 2 知,存在一个有界非

负序列 {( un, vn )} 奂 E, 使得 椎 ( un, vn ) 寅 c 且

椎忆(un,vn) 寅0,必要时取子序列,则存在一组非

负函数对(u,v)沂E,使得(un,vn) 寅
弱

(u,v)于 E,

(un,vn)寅( u,v)于 Lq
loc(RN) 伊Lq

loc(RN) (坌q沂[2,

2*)),(un(x),vn(x))寅(u(x),v(x)) a. e. 于 R2N,

对坌(渍,准)沂C肄
0 (RN)伊C肄

0 (RN),有

[椎忆(un,vn),(渍,准)]+on(1)= [椎忆(u,v),(渍,准)] =0

即(u,v)是式(1)的一个解。 又由注 1 知,式

(1)不存在半平凡解,如果 u屹0 且 v屹0,(u,v)自然

是式(1)的非平凡非负解,如果 u=0 且 v=0,则假设

茁 = limsup
n寅 + 肄

sup
y沂RN乙B1(y)( un

2 + vn
2)dx = 0

由条件(F1) (F2)知,对 i = 1,2,p沂(2,2*)及

坌着>0,可得

0臆f i(x,t)臆着( | t | + | t | 2*-1)+C着 | t | p-1,坌t>R

0臆F i(x,t)臆着( | t | 2+ | t | 2*-1)+C着 | t | p,坌t>R

然后类似于文献[6,9]中的证明方法,由集中

紧性原理[10]可知,这种情形不存在,因此 茁>0。

必要时取子序列(仍记为{(un,vn)}),则存在

常数 r0>0 和{yn}奂ZN 使得

乙
Br0(0)

( 軌un
2 + 軇vn 2)dx =

乙
Br0(yn)

( un
2 + vn 2)dx 逸 茁

2 (18)

其中(軌un(x),軇vn(x))= (un(x+yn),vn(x+yn)),

由条件(H1)和(F1)可知,如果(u,v) (u(·-y),

v(·-y)) ( y沂ZN),则 椎 是不变的,从而可推出

(un,vn) = (軌un,軇vn) ,且

椎(un,vn)= 椎(軌un,軇vn)寅c

(1+ (軌un,軇vn) ) 椎忆(軌un,軇vn) E*寅0

必要时取子序列,不难知道存在一组非负函数

(軌u,軇v)沂E,使得(軌un,軇vn) 寅
弱

(軌u,軇v)于 E,(軌un,軇vn)寅

(軌u,軇v) 于 Lq
loc (RN ) 伊 Lq

loc (RN ) (坌q沂[2,2* )),且

(軌un(x),軇vn(x))寅(軌u(x),軇v(x)) a. e. 于 R2N,再结合

式(18)可推知 (軌u,軇v) 是 椎 的一个非平凡非负临

界点。

总之,式(1)总存在一个非平凡非负解,记为

(u0,v0 ),最后由强极大值原理[11] 知, u0 和 v0 均

为正。

3摇 结束语

带有多个不同周期函数且具有非线性项的耦

合系统解的存在性具有很强的物理意义。 基于变

分法,利用临界点理论和强极大值原理可以获得这

类系统正解的存在性。 后面的工作将研究带有多

个渐近周期函数或者具有临界增长项的解的存在

性和相关性态。
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Positive Solutions of a Class of Nonlinear Schr觟dinger Coupled Systems

HE Shu鄄wen1 ,WEN Xiao鄄bo1 ,YUAN Dong鄄lei2

(1. School of Science and Technology,Sichuan Minzu College,Sichuan Kangding 626001, China;

2. School of Mathematics and Statistics, Southwest University, Chongqing 400715,China)

Abstract:The nonlinear Schr觟dinger equations are widely used in the fields of quantum mechanics, nonlinear

optics, etc. in mathematical physics problems, the nonlinear Schr觟dinger coupled systems have become a research

hotspot. The conditions for the optimization and improvement of the nonlinear terms and the periodic function

problems are among more difficult parts, a class of nonlinear Schr觟dinger coupled system equations with multiple

periodic functions is proposed for the coupling problem of this definition on unbounded regions. Based on variational

method and some analytical techniques, the solutions of this kind of systems are transformed into the critical points

problem of the corresponding energy functional; when the system satisfies the appropriate conditions, it can be

verified that the energy functional satisfies the mountain geometry, and a set of bounded non鄄negative ( Ce) c

sequences is obtained and reused. The compactness principle is used in two cases to obtain the existence of non鄄

trivial non鄄negative solutions. Finally, the existence of positive solutions of such systems is obtained by the strong

maximum principle,it promotes the existing research results.

Key words:Schr觟dinger coupled systems; variational method; non鄄trivial positive solution
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