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摘摇 要:针对 3D Lorenz 型系统,提出了具有唯一平衡点或两个平衡点的四维超混沌系统, 在两种不同

平衡点情形下可分别发现超混沌吸引子。 通过构造恰当的 Lyapunov 函数严格证明同宿轨与异宿轨的不存

在性, 表明此系统的超混沌是非 Shil爷nikov 意义下的混沌;进一步将 Lyapunov 函数和优化方法有机结合证

明超混沌吸引子的最终有界性,并数值模拟验证超混沌吸引子的最终有界;运用相图、Lyapunov 指数谱、分

岔图和 Poincar佴 映射分析系统随参数变化的复杂动力学。
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0摇 引摇 言

自 1963 年 Lorenz[1] 首次通过数值仿真方法在

确定性系统中发现混沌吸引子以来,一些经典的

Lorenz 型系统[2-4]被提出。 由于初值敏感依赖性与

随机性,混沌系统呈现出复杂的动力学行为。 与混

沌系统相比,具有至少两个正的 Lyapunov 指数的超

混沌系统呈现出更复杂的动力学性质。 1979 年,
R觟ssler[5]提出了第一个四维超混沌系统,即 R觟ssler
超混沌系统,它仅有一个非线性项却呈现出高度复

杂的混沌行为。 此后超混沌系统引起广泛的关注,
一些经典的超混沌系统相继被提出:首次电路实现

的超混沌 Chua 电路[6];简单的振荡器模型超混沌

Lorenz鄄Stenflo 系统[7]; 2009 年, Yang[8] 等在三维

Lorenz 型系统基础上设计一个反馈控制器所得的四

维超混沌系统;2010 年 Li [9]等提出并电路实现一

个新四维超混沌系统;2015 年 Chen[10] 等获得一个

具有平衡点曲线的 Lorenz 型四维超混沌系统;2017

年 Chen[11]提出具有同宿轨的四维 Lorenz 型超混沌

系统等。 这些系统在生物神经网络、保密通讯、非
线性电路、图像加密和控制同步[12] 等领域有重要的

应用前景。
同宿轨与异宿轨是通向混沌的一条重要路

径[13]。 Shil爷nikov 准则是证明混沌存在性的经典方

法[14],而同宿轨或异宿轨的存在性是 Shil爷 nikov 准

则的关键条件。 在四维系统中证明同宿轨与异宿

轨的存在性仍是具有挑战性的问题。 从全局动力

学分析,获得超混沌吸引子的最终有界集,对于精

确刻画吸引子的边界及位置十分重要。 Li [13]等通

过构造 Lyapunov 函数估计了一个超混沌系统的全

局吸引集与正不变集;Wang[15] 等不仅获得了一个

新的超混沌系统的最终有界集而且估计该系统的

Hausdoff 维数。 在一个特定的四维超混沌系统中构

造恰当的 Lyapunov 函数估计吸引子的最终有界集

具有重要意义。
本文提出了一个具有一个平衡点或两个平衡

点的新四维超混沌系统,不仅从局部对平衡点稳定
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性、同宿轨与异宿轨的存在性等复杂动力学行为进

行分析,严格证明同宿轨与异宿轨的不存在性,说
明该系统为非 Shil爷 nikov 意义下的混沌,而且从全

局的角度将 Lyapunov 函数与优化方法相结合构造

超混沌吸引子的最终有界集,借助相图、Lyapunov
指数谱、分岔图和 Poincar佴 映射分析超混沌系统的

复杂动力学。

1摇 新四维超混沌系统

基于 Lorenz 型系统[4]:
x·= -a1x+a2y

y·= bx-cy-xz
z·= -ez+

ì

î

í

ï
ï

ïï xy

(1)

在第三个方程上增加一个常数项 d, 第二个方

程上增加一个线性反馈控制项 w, 得到一个新的四

维超混沌系统:
x·= -a1x+a2y

y·= bx-cy-xz+w
z·=d-ez+xy
w· = -fx+

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï mz

(2)

其中,参数( a1,a2,b, c,d, e, f,m) 沂R8。 当

( a1, a2, b, c, d, e, f, m ) = ( 6, 5, 23郾 6, 2郾 1,
-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8) , 初始值为(1,1,1,1)时,
式( 2 ) 有 一 个 超 混 沌 吸 引 子, 在 此 参 数 下 的

Lyapunov 指数为

姿LE1
=0郾 188 6,姿LE2

=0郾 083 4
姿LE3

= -0郾 000 0,姿LE4
= -10郾 472 0

超混沌吸引子的相图和 Poincar佴 映射如图 1
所示。

摇 摇 摇 摇 摇 摇
摇 摇 摇 (a) 相图摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) Poincar佴 映射

摇 (a) Phase portrait摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) Poincar佴 mapping

图 1摇 式(2)在 (a1,a2,b,c,d,e,f,m) = (6,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)下的超混沌吸引子

Fig. 1摇 The system (2) has a hyperchaotic attractor under (a1,a2,b,c,d,e,f,m)= (6,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

2摇 平衡点稳定性分析

平衡点反映出系统的局部特征,为了得到系统

的平衡点,计算下面的方程:
-a1x+a2y=0
bx-cy-xz+w=0
d-ez+xy=0
-fx+mz

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï =0

(3)

1) 当
efæ

è
ç

ö

ø
÷

m
2

–
4a1d
a2

=0 时,式(2)有唯一一个平衡

点 E1
a2ef
2a1m

, ef2m,
a2ef2

2a1m2,
a2
2e2f3

4a2
1m3+

a1c
a2

-æ

è
ç

ö

ø
÷b
a2ef
2a1

æ

è
ç

ö

ø
÷m 。 当(a1,

a2,b,c,d,e,f,m)= (7,7,36,1,3郾 24,3郾 6,7郾 2,2),在平衡

点 E1 附近有一个超混沌吸引子如图 2 所示。

2) 当
efæ

è
ç

ö

ø
÷

m
2

-
4a1d
a2

>0 时,式(2)有两个对称平衡

点 E依 x依,
a1

a2
x依,

f
m x依,

f
m x2

依+
a1c
a2

-æ

è
ç

ö

ø
÷b xæ

è
ç

ö

ø
÷依 。 其中

x依 =
a2ef依 (a2ef) 2-4a1m2d

2a1m
当(a1,a2,b,c,d,e, f,m) = (6,5,23郾 6,2郾 1,-

23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)时, 在平衡点 E依附近有一个超

混沌吸引子如图 1 所示。

3) 当
efæ

è
ç

ö

ø
÷

m
2

-
4a1d
a2

<0 时,式(2)没有平衡点。
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(a1,a2,b,c,d,e,f,m)= (6,6,38,1,3郾 25,3郾 6,7郾 2,
2),式(2)没有平衡点,但有一个超混沌吸引子如图

3 所示。

摇 摇 摇 摇 摇
摇 摇 摇 (a) 相图摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) Poincar佴 映射

摇 摇 (a) Phase portrait摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) Poincar佴 mapping
图 2摇 式(2)在 (a1,a2,b,c,d,e,f,m)= (7,7,36,1,3郾 24,3郾 6,7郾 2,2)下的超混沌吸引子

Fig. 2摇 The system (2) has a hyperchaotic attractor under(a1,a2,b,c,d,e,f,m)= (7,7,36,1,3郾 24,3郾 6,7郾 2,2)

摇 摇 摇 摇 摇 摇
摇 摇 摇 摇 (a) 相图摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) Poincar佴 映射

摇 摇 摇 (a) Phase portrait摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) Poincar佴 mapping
图 3摇 式(2)在 (a1,a2,b,c,d,e,f,m)= (6,6,38,1,3郾 25,3郾 6,7郾 2,2)下的超混沌吸引子

Fig. 3摇 The system (2) has a hyperchaotic attractor under (a1,a2,b,c,d,e,f,m)= (6,6,38,1,3郾 25,3郾 6,7郾 2,2)

摇 摇 下面分析平衡点 E1 的稳定性,式(2)在 E1 处

的特征方程为

P(姿)= 姿(c0姿3+c1姿2+c2姿+c3)= 0 (4)
其中 c0 = 1, c1 = a1 + c + e, c2 = a1c + a1e + ce +

a2ef
2a1

æ

è
ç

ö

ø
÷

m

2

+ a2
a2ef2

2a1m2-
æ

è
ç

ö

ø
÷b , c3 = -

a2ef
2a1

+ a2 f +
(a2ef) 2

a1m2 -

a2eb+a1ec。 下面计算:

驻1 = c1,驻2 =
c1 1

c3 c2
,驻3 =

c1 1 0

c3 c2 c1
0 0 c3

若下面条件成立:
c1>0

c1c2-c3>0

c3

ì

î

í

ï
ï

ïï >0

则有 驻1>0,驻2 >0,驻3 >0 成立, 由 Routh-Hurwitz 准

则,式(4)所有的特征根都具有负实部,平衡点 E1

具有三维的稳定流形。 否则平衡点 E1 具有零实部

特征根或不稳定流形。 同理,可给出平衡点 E依的稳

定性。

3摇 复杂动力学

通过改变参数值,式(2)呈现出复杂的动力

学行为。 固 定 参 数 ( a2, b, c, d, e, f, m) = ( 5,

23郾 6,2郾 1, - 23郾 5, 2郾 1, 8郾 5, 1郾 8 ) , 变化 a1 的

值,式(2 ) 呈现出周期、混沌、超混沌、混沌的经

典变化过程。 式(2)的分岔图、Lyapunov 指数谱,
如图 4、图 5 所示。
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图 4摇 式(2)的分岔图: (a2,b,c,d,e,f,m)=

(5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8), a1沂[1,12]

Fig. 4摇 Bifurcation diagram of system (2): (a2,b,c,d,e,

f,m)= (5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8),a1沂[1,12]

(a) LE1 鄄LE3

(B) LE4

图 5摇 式(2)的 Lyapunov 指数谱: (a2,b,c,d,e,

f,m)= (5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8), a1沂[1,12]

Fig. 5摇 Lyapunov exponent spectrum of system (2):

(a2,b,c,d,e,f,m)= (5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

a1沂[1,12]

变化 a1 不同吸引子的 Lyapunov 指数, 见表 1。

从表 1 可以看出,式(2)经历了从周期、混沌、超混

沌到混沌的经典变化过程,系统呈现出复杂动力学

行为。 特别地,改变 a1 的取值,式(2)对应的相图

如图 6、图 7、图 8 和图 9 所示。

表 1摇 式(2)的 Lyapunov 指数:(a2,b,c,d,e,f,m)=

(5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

Table 1摇 Lyapunov exponent of system (2):

(a2,b,c,d,e,f,m)= (5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

a1 姿LE1
姿LE2

姿LE3
姿LE4 动力学行为

2 -0郾 000 0 -0郾 083 6 -1郾 184 5 -4郾 931 9 周期

2郾 7 0郾 144 4 -0郾 000 0 -0郾 545 0 -6郾 499 4 混沌

6 0郾 181 2 0郾 083 9 -0郾 000 1 -10郾 465 0 超混沌

9郾 7 0郾 053 0 -0郾 000 1 -0郾 241 4 -13郾 711 4 混沌

图 6摇 式(2)的周期吸引子: (a1,a2,b,c,d,e,f,m)=

(2,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

Fig. 6摇 Periodic attractor of system (2): (a1,a2,b,c,d,e,

f,m)= ( 2,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

图 7摇 式(2)的混沌吸引子: (a1,a2,b,c,d,e,f,m)=

( 2郾 7,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

Fig. 7摇 Chaotic attractor of system (2): (a1,a2,b,c,d,e,

f,m)= ( 2郾 7,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

图 8摇 式(2)的超混沌吸引子: (a1,a2,b,c,d,e,f,m)=

( 6,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

Fig. 8摇 Hyperchaotic attractor of system (2): (a1,a2,b,c,

d,e,f,m)= ( 6,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

32



图 9摇 系统(2)的混沌吸引子: (a1,a2,b,c,d,e,f,m)=

( 9,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

Fig. 9摇 Chaotic attractor of system (2): (a1,a2,b,c,d,e,

f,m)= (9,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

4摇 同宿轨与异宿轨

本节利用 Lyapunov 函数严格证明式(2)不存在

同宿轨与异宿轨,因而该超混沌系统是非 Shil爷nikov
型的混沌。

记 X( t,X1)= (x( t,X1),y( t,X1),z( t,X1),w( t,
X1))为式(2)满足初始条件 t=0 的解。

X+( t)= (x+( t),y+( t),z+( t),w+( t))
是式(2)在 X1 处的不稳定流形上的解,且 lim

n寅-肄
x+( t)

>0;X-( t)(-x+( t),-y+( t),z+( t),-w+( t))是 X+( t)
关于 z 轴的另一个解。 令 姿+ = {X+( t) | t沂R}是式

(2)在 X1 处的+不稳定流形,姿- = {X-( t) | t沂R}是
式(2)在 X1 处的-不稳定流形。

定理 1摇 假设 a1,a2,c,e,2a1-e>0,并令

V=a1a2c2(-a1x+a2y) 2+
a1a2ec2

2a1-e
d-ez+

a1

a2
xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

+

a1a2c
2a1-e

(bx-cy-xz+w2) 2

则有下列结论成立:
1) 若存在 t1<t2,使得 V( t1,X1)= V( t2,X1),则

X1 是式(2)的平衡点。
2) 若 lim

n寅-肄
X(t,X1)-E1 =0,且存在 t3 使得 x( t3-

t0,X1) >0,则对所有 t沂R,都有 V(E1 ) >V(X ( t,
X1)),x( t,X1)>0 成立,因此 X1沂姿+。

证明摇 1) 沿着式(2)的解 X( t,X1)计算 V 函数

的偏导数可得:
d
dtV(X( t,X1))= -2a2

1a2c2(-a1x+a2y) 2-

2a1a2e2c2

2a1-e
d-ez+

a1

a2
xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

-
2a1a2c2

2a1-e
(bx-cy-xz+w2) 2臆0

在 1)的条件下,在 t沂( t1,t2)时,可得:

-a1x( t,X1)+a2y( t,X1)= 0

bx( t,X1)-cy( t,X1)-x( t,X1) z( t,X1)+w( t,X1)= 0

d-ez( t,X1)+x( t,X1)y( t,X1)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï = 0

(5)
根据式(2)与式(5),对所有 t沂( t1,t2)可得:
x·( t,X1)= y·( t,X1)= z·( t,X1)= w·( t,X1)= 0
因此 E1 是一个平衡点。
2) 首先用反证法证明对任意 t 沂 R, 都有

V(E1)>V(X( t,X1))和 x( t,X1) >0。 假设存在某个

t*沂R,使得 V(E1)臆V(X( t*,X1))成立, 由 1)得
X1 是式(2)的一个平衡点,这与 lim

n寅-肄
X( t,X1)-E1 =0

和 x( t3 - t0,X1 ) >0 矛盾。 因此对任意 t沂R,都有

V(E1)>V(X( t,X1))成立。
接着用反证法证明对任意 t沂R,都有 x( t,X1)>

0 成立。 假设存在一个 t4沂R,使得 x( t,X1)臆0。 由

于 x ( t3 - t0,X1 ) >0,故存在 t5 沂( t3 - t0, t5 ],使得

x( t5,X1)= 0。 由于对任意 t沂R,都有 V ( E1 ) >
V(X( t,X1))成立,那么有

X( t5,X1)沂{(x,y,z,w) |V(x,y,z,w)<V(E1)}疑
{(x,y,z,w) | x=0}

另一方面,由于

{(x,y,z,w) |V(x,y,z,w)<V(E1)}疑
{(x,y,z,w) | x=0} ={(0,y,z,w) | a1a2c2(a2y) 2+
a1a2ec2

2a1-e
(d-ez) 2+

a1a2c
2a1-e

(-cy-xz+w2) 2<0} =芰

这是矛盾的,因此对任意 t沂R,都有 x(t,X1)>0。
定理 2摇 假设 a1,a2,c,e,2a1 -e>0,式(2)所有

的解都趋于平衡点,因此式(2)没有闭轨。
证明 摇 令 X ( t,X1 ) 是式 (2) 的一个解,由于

d
dtV(X( t,X1))臆0,故 lim

t寅肄
V(X( t,X1 ))存在,记为

追(X1)。 此外可得下述不等式:
0臆V(X( t,X1))臆V(X1)

则在[0,+肄 )内,x( t,X1),y( t,X1),z( t,X1),
w( t,X1)是有界的,因而{X( t,X1) | t>0}是有界的。
记 X ( t, X1 ) 的 棕 极限集是 赘 ( X1 ),且令 X2 沂
赘(X1),则存在一个时间序列{ tn | n沂N+}使得:

lim
n寅+肄

tn = +肄 , lim
tn寅+肄

X( tn,X1)= X2

由于

X( t,X2)= lim
tn寅+肄

X( t,X( tn,X1))=
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lim
tn寅+肄

X( t+tn,X1)

对任意 t沂R,可得:
V(X( t,X2))= lim

tn寅+肄
V(X( t+tn,X1)= 追(X1)

由定理 1 中 1)可得 X2 沂{E1,E+,E- }。 因此

追(X1)哿{E1,E+,E-}。 由极限集 赘(X1)的连通性

可得 赘(X1 ) = {E1 }或 赘(X1 ) = {E+ }或 赘(X1 ) =
{E-}。 因此当 t+肄时,X( t,X1)趋于式(2)其中一个

平衡点。
定理 3摇 假设 a1,a2,c,e,2a1-e>0, 那么有下述

结论成立:
1) 式(2)不存在同宿轨。
2) 式(2)不存在异宿轨。
证明摇 1) 用反证法证明式(2)没有同宿轨。 假

设 X( t)= (x( t),y( t),z( t),w( t))是式(2)的同宿

轨,那么 X( t)是式(2)的一个解,并且满足:
lim
n寅-肄

X( t)= e-, lim
tn寅+肄

X( t)= e+

由 V 函数的偏导数可得:
V(e-)逸V(X( t))逸V(e+)

则 V(e-)以V(X( t))以V( e+)。 由定理 1 中 1)
可得 X( t)是式(2)的一个平衡点。

2) 证明式(2)不存在异宿轨的方法与 1)的方

法相同,证明过程此处省略。

5摇 超混沌吸引子的最终有界

本节对超混沌吸引子的最终有界集进行研究,
并用数值模拟验证超混沌吸引子的全局有界性的

结论。
一个二次自治系统可表示为

X· = Ax + 移
n

i = 1
xiBiX + C

其中 X = ( x1,x2,…,xn) T 沂Rn,A沂Rn伊n,Bi =

(bi
jk) n伊n沂Rn伊n,C沂Rn伊1,并且所有的矩阵 B1,…,Bn

满足 bk
ij = b j

ik,i,j,k=1,2,…,n。

假设存在一个正定的对称阵 P,与 u沂R1伊n,使
得下述矩阵为负定矩阵:

Q=ATP+PA+(BT
1uT,BT

2uT,…,BT
nuT) T

并且

移
n

i = 1
xiXT(BT

i P + PBi)X = 0

对任意的 X=(x1,x2,…,xn) T沂Rn,存在下述的

最终有界集:

赘={X沂Rn | 0臆XTPX+uX+ 1
4 uP-1uT臆Rmax}

其中 Rmax是一个实数,其值由下述最优化问题

确定:

max V(X)= XTPX+uX+ 1
4 uP-1uT

s. t. V·(X)= XTQX+MX+uC=0
其中 M=2CTP+uA。
定理 4 摇 假设 a1,a2,c,e, f,m,p11,p22,p44 >0,

p11p44-p2
14>0,并且-2(a1p11+fp14)(2ep22(p22 +a2p14)2 +

2cp22(mp44) 2)+4cep2
22( a1p14 + fp44 ) 2 <0,那么集合 赘

是系统(2)的最终有界集。 Rmax由下述最优化问题

确定:

赘={X沂R4 | p11 x1+
p14

p11
xæ

è
ç

ö

ø
÷4

2

+p22 x2+
mp14

p22
xæ

è
ç

ö

ø
÷4

2

+

p22 x3-
bp22+a2p11

p
æ

è
ç

ö

ø
÷

22

2

max V(X)= p11 x1+
p14

p11
xæ

è
ç

ö

ø
÷4

2

+p22 x2+
mp14

p22
xæ

è
ç

ö

ø
÷4

2

+

p22 x3-
bp22+a2p11

p
æ

è
ç

ö

ø
÷

22

2

+
p44p11-p214

p11
x( )4

2

s. t. V·(X)= -2(a1p11+fp14)x2
1-2cp22x2

2-

2ep22x2
3-2(a1p14+fp44)x1x4+2(p22+a2p14)x2x4+

2mp44x3x4+2mbp14x1-2mcp14x2+2(dp22+bep22+a2ep11)
x3+2mp14x4-2d(a2p11+bp22)= 0

证明摇 式(2)可写成如下形式:

X· = Ax + 移
4

i = 1
xiBiX + C

其中:

A=

-a1 a2 0 0

b -c 0 1
0 0 -e 0
-f 0 m

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

0

摇 B1 =

0 0 0 0

0 0 - 1
2 0

0 1
2 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

0 0 0 0

B2 =

0 0 0 0
0 0 0 0
1
2 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

摇 B3 =

0 0 0 0

- 1
2 0 0 0

0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

0 0 0 0

52



B4 =庄4伊4,C=(0,0,d,0) T

X=(x1,x2,…,x4) T沂R4

A沂R4伊4,Bi =(bi
jk) 4伊4沂R4伊4

C沂R4伊1,并且所有的矩阵 B1,…,B4 满足 bk
ij =

b j
ik,i,j,k=1,2,…,4。

假设 P ij =P ji,令

P=

P11 0 0 P14

0 P22 0 0

0 0 P22 0

P14 0 0 P

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

44

M=2CTP+uA=
(-a1u1+bu2-fu4,a2u1-cu2,-2dp22-eu3+mu4,u2)

那么可得:
Q=ATP+PA+(BT

1uT,BT
2uT,…,BT

4uT) T =

-2a1P11-2fp14 0 0 -a1P14-fp44

0 -2cP22 0 a2p14+p22

0
-a1P14-fp44

0
a2p14+p22

-2eP22

mp44

mp44

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷0

u=(0,2mp14,-2(a2p11+bp22),0)

V(X)= p11 x1+
p14

p11
xæ

è
ç

ö

ø
÷4

2

+p22 x2+
mp14

p22
xæ

è
ç

ö

ø
÷4

2

+

p22 x3-
bp22+a2p11

p
æ

è
ç

ö

ø
÷

22

2

+
p44p11-p2

14

p11
(x4) 2

V·(X)= -2(a1p11+fp14)x2
1-2cp22x2

2-2ep22x2
3-2(a1p14+

fp44)x1x4+2(p22+a2p14)x2x4+2mp44x3x4+
2mbp14x1-2mcp14x2+2(dp22+bep22+a2ep11)x3+
2mp14x4-2d(a2p11+bp22)= 0

通过计算,可得当 a1,a2,c,e,f,m,p11,p22p44>0,

p11p44 -p2
14 >0,-2 ( a1p11 + fp14 ) (2ep22( p22 +a2p14 ) 2 +

2cp22(mp44) 2+4cep2
22(a1p14+fp44) 2<0 时矩阵 P 正定,

矩阵 Q 负定,由引理 1,定理 4 得证。
由上面的分析,式(2)是最终有界的,并用数值

模拟超混沌吸引子的最终有界集。 当 a1 = 6,a2 = 5,
b = 23郾 6,c = 2郾 1,d = -23郾 5,e = 2郾 1,f = 8郾 5,m = 1郾 8,
式(2) 是超混沌的。 当 p11 = 1郾 64, p22 = 1郾 3, p44 =
0郾 67,p14 = -1,矩阵 P 正定, 矩阵 Q 负定,由定理 4
可得 Rmax =3 124郾 8。

赘={X沂R4 | 1郾 64 x1-
1

1郾 64x
æ

è
ç

ö

ø
÷4

2

+1郾 3 x2-
1郾 8
1郾 3x

æ

è
ç

ö

ø
÷4

2

+

1郾 3(x3-22郾 9) 2+0郾 098 8
1郾 64 (x4) 2臆3 124郾 8}

超混沌的最终有界集如图 10 所示。

图 10摇 式(2)超混沌吸引子的最终有界:(a1,

a2,b,c,d,e,f,m)= (6,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

Fig. 10摇 The ultimate boundedness of hyperchaotic

attractor of system (2):(a1,a2,b,c,d,e,f,m)=

(6,5,23郾 6,2郾 1,-23郾 5,2郾 1,8郾 5,1郾 8)

6摇 总摇 结

本文提出一个新的四维非 Shil爷nikov 型超混沌

系统,严格证明了同宿轨与异宿轨的不存在性,并
通过构造 Lyapunov 函数得到超混沌吸引子的最终

有界集。 这对揭示混沌的形成机制及精确刻画吸引

子的位置有着重要的意义。 借助数值分析的方法

验证超混沌吸引子的存在性,展示超混沌系统的复

杂动力学行为。 这些研究不仅对超混沌系统的研究

提供理论依据, 而且对深入刻画混沌和超混沌的结

构及性质十分重要。
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Ultimate Boundedness of a Non鄄Shil爷nikov Type 4D Hyperchaotic System

NIU Ya鄄xing, YANG Qi鄄gui
(School of Mathematics, South China University of Technology, Guangzhou 510640, China)

Abstract:We report a novel four鄄dimensional (4D) hyperchaotic system with a unique equilibrium or two
equilibria based on 3D Lorenz鄄type system, and can clearly observe hyperchaotic attractors at each type of
equilibria. By utilizing proper Lyapunov function and analytical method,we rigorously prove the nonexistence of
homoclinic orbit and heteclinic orbit, further, the hyperchaos of system is no chaos in the sense of Shil爷 nikov.
Further, the ultimate bound sets of system are constructed by Lyapunov function and appropriate optimization.
Moreover, the results are verified by numerical simulation method. The complex dynamics are exhibited with the
changing parameter by phase portrait, Lyapunov exponents spectrum,bifurcation diagram and Poincare mapping
analysis system.

Key words:hyperchaos; chaos; homoclinic orbit; heteclinic orbit; ultimate bound
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