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摘摇 要:分数阶扩散方程约束的分布式最优控制问题广泛地应用于科学和工程领域,包括优化设计、控
制和参数识别;针对这类问题,提出了一种高阶的快速算法。 对于求解该问题的一阶最优条件所产生的耦

合两点边值问题,在空间上利用紧差分,时间上利用边值方法对该问题进行离散,离散后得到一个 2伊2 块线

性系统;然后使用带有 Kronecker 积分裂的迭代算法求解该线性系统,该算法是块状的 Kronecker 积结构,通
过交替的 Kronecker 积分裂迭代方法得到了这个 Kronecker 积,并证明了该分裂迭代算法是收敛的;同时使用

GMRES 方法来加速 Kronecker 积分裂迭代的收敛;最后数值实验表明了该算法的精确性和计算效率。
关键词:边值方法;预处理;两点边值问题;FDE-约束优化
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0摇 引摇 言

主要研究了分数阶微分方程(FDE)约束下的

最优控制问题的数值解,该问题作用于空间-时间

区域(x,t)沂(xL,xR)伊( t0,T),使如下的目标函数最

小化:

min
y,u

1
2 乙

T

0
乙1
0
(y - yd) 2dxdt + 茁

2 乙
T

0
乙1
0
u2dxdt (1)

它由状态变量 y(x,t)扩散方程的初边值问题式(2)
控制:

Jy= f+u,(x,t)沂(xL,xR)伊( t0,T]
y(0,t)= y(1,t)= 0,t沂[ t0,T]
y(x,0)= y0(x),x沂[xL,xR] (2)

这里,y(x,t)表示问题的状态变量,人们希望在

某种意义上“尽可能接近冶所需要的状态 yd(x,t),
yd(x,t)代表一个状态变量 y 的规定或观测值,u 表

示控制变量, 茁>0 是 Tikhonov 正则化参数,决定在

多大程度上实现所期望的状态和最小化控制,J 代

表一个分数阶扩散算子:

Jy= 鄣y
鄣t-d

鄣琢y
鄣+x琢+

鄣琢y
鄣-x

æ

è
ç

ö

ø
÷琢

(x,t)沂(xL,xR)伊( t0,T]
这里的扩散系数 d 是正常数,琢沂(1,2)是控制

方程的反常扩散阶数。 而且,左边和右边的分数导

数在 Riemann鄄Liouville 具有如下形式的定义:
鄣琢y
鄣+ x琢 = 1

祝(2 - 琢)
鄣2

鄣x2乙x
xL

y(孜,t)
(x - 孜) 琢-1d孜

鄣琢y
鄣- x琢 = 1

祝(2 - 琢)
鄣2

鄣x2乙xR
x

y(孜,t)
(孜 - x) 琢-1d孜

这里 祝(·)是 gamma 函数。
FDE鄄约束优化问题广泛应用于科学和工程领

域,包括优化设计、控制和参数识别。 它们在空气

动力学、金融数学、地球物理、医学和环境工程等多

个研究领域被提出和研究[1-3]。
由于时间相关的 FDE鄄约束优化问题的全局性

质,它们的数值解通常代表非常密集的计算任务。
更具体地说,求解时间相关的 FDE鄄约束优化问题的
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数值方法通常产生大的、稀疏的和病态的线性系

统。 为了降低计算成本,提出了基于多重网格的快

速求解方法和预处理迭代方法[4-8]。
本文采用先优化后离散的方法求解优化问题。

从连续一阶最优条件出发,推导了 FDEs 的耦合系

统。 在适当的空间离散化之后,得到了一个耦合的

常微分方程系统(ODEs),它是一个时间上的边值问

题(BVP)。 对于 ODEs 的时间离散化,使用边值方

法(BVMs)。 BVMs 是一类基于线性多步法求解

ODEs 初值和边界值问题的数值方法[9-10]。 该方法

具有精度高、稳定性好等优点。 因此,与欧拉方法

相比,BVMs 允许更少的时间步长来满足精度要求,
从而导致更小的内存消耗。 当计算的解足够光滑

时,这种方法可以达到很好的工作效果。
本文主要目的是构建一个 2伊2 块线性系统的

预处理方法,该方法是由优化问题式 (1) (2) 的

BVMs 离散化引起的。 此处提出一种带有 Kronecker
积分裂[11-12] 预处理的 GMRES 方法,通过交替的

Kronecker 积分裂迭代方法得到了这个 Kronecker
积,并且证明该方法是收敛的。 数值实验表明,该
预处理迭代方法的收敛与网格大小和正则化参数 茁
无关。

1摇 分数阶最优控制的离散化

求解 FDE鄄约束优化问题式 (1) 有两种策略。
第一个是所谓的先离散后优化的方法,这意味着首

先离散了目标泛函和 FDE,然后写下了一阶或

Karush鄄Kuhn鄄Tucke(KKT)条件。 第二种是先优化

后离散方法,涉及推导无穷维一阶条件,然后选择

适当的离散化。 这里采用的是先优化再离散的

方法。

1郾 1摇 最优条件

为了推导状态函数的伴随状态方程,首先把状

态方程式(2)重写为

鄣y
鄣t-d

鄣琢y
鄣+x琢+

鄣琢y
鄣-x

æ

è
ç

ö

ø
÷琢 =u+f

y(0,t)= y(1,t)= 0,t沂[ t0,T]
y(x,0)= y0(x),x沂[xL,xR]

然后,对 u 求导得到梯度方程:
茁y-姿=0

最后,将方程乘以任意具有指定边界条件和终

端条件的函数,得到 姿(x,t)的伴随状态方程的终端

边值问题:

-鄣姿鄣t -d
鄣琢姿
鄣+x琢+

鄣琢姿
鄣-x

æ

è
ç

ö

ø
÷琢 = -y+yd

姿(0,t)= 姿(1,t)= 0,t沂[ t0,T]
姿(x,T)= 0,x沂[xL,xR]

现在利用梯度方程给出的控制和伴随比例关

系,如 y=姿 / 茁,将该表达式代入状态方程,可以将该

条件简化为一个分数阶微分方程的耦合系统:
鄣y
鄣t-d

鄣琢y
鄣+x琢+

鄣琢y
鄣-x

æ

è
ç

ö

ø
÷琢 = 姿

茁 +f

-鄣姿鄣t -d
鄣琢姿
鄣+x琢+

鄣琢姿
鄣-x

æ

è
ç

ö

ø
÷琢 = -y+y

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï d

(3)

这表示一阶最优性条件(Karush鄄Kuhn鄄Tucke 条

件),且这个系统包含了 y 的初值条件和 姿 的终值

条件、y 和 姿 的边界条件。
1郾 2摇 离散化

设 N 是一个正整数,驻x =
xR-xL

N+1 是空间网格大

小。 定义一个空间划分 xi = xL+i驻x,i=0,1,…,N+1。
在空间上采用紧差分方法进行离散[13],结合齐次

Dirichlet 边界条件 y0( t)= yN+1( t)= 0,可以将方程组

式(3)改写成矩阵形式:

My忆( t)+Ly( t)= 1
茁 M姿( t)+Mf( t)+P1

-M姿忆( t)+Ly( t)= -My( t)+Myd( t)+P

ì

î

í
ïï

ïï
2

(4)

这里 y( t)= [y1( t),…,yN( t)] T

f( t)= [ f1( t),…,fN( t)] T

姿( t)= [姿1( t),…,姿N( t)] T

yd( t)= [yd1( t),…,ydN( t)] T

M= tridiag[c琢,1-2c琢,c琢]
c琢 =(-琢2+琢+4) / 24
P1 = [c琢 f0( t),0,…,0,c琢 fN + 1( t)] T

P2 =[c琢yd0( t),0,…,0,c琢ydN+1( t)] T

D=驻x-琢d·IN,L =D(G琢+GT
琢),IN 为 N 维单位

矩阵。

G琢 = -

w(琢)
1 w(琢)

0 0 0 0

w(琢)
2 w(琢)

1 w(琢)
0 0 0

w(琢)
3 w(琢)

2 w(琢)
1 0 0

左 左 左 左 左左
w(琢)

N w(琢)
N-1 … w(琢)

2 w(琢)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
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G琢 是一个 N 阶的 Toeplitz 矩阵,其中系数 w(琢)
k

定义为

w(琢)
0 =琢

2+3琢+2
12 ,w(琢)

1 = -(琢-1)(琢+2)(琢+4)12

w(琢)
k =

(琢-1)(琢+1)(琢+2)(琢+4)
12(k-1) -(琢+1)

2(琢+2) 2

12k
é

ë
êê

ù

û
úú+1

(-1) k(
琢

k-2
),k逸2

注意,式(4)是一个时间边值问题。 为了离散

时间维数,考虑使用边值方法。 BVMs 是初值问题

(IVPs)的隐式线性多步法的推广,它使用初始条件

和终值条件的组合来代替初始条件。 关于这些方

法的详细信息,参考文献[10]和其中的参考资料。

注意到,BVMs 已成功地应用于广泛微分和积分-微

分方程。

为具体说明算法,考虑如下常微分方程初值

问题:

u忆( t)= f( t,u( t)),t0臆t臆T

u( t0)= u{
0

令 軌u= (uT
0,uT

1,…,uT
s ) T,軇f = ( f( t0,u0 ) T, f( t1,

u1) T,…,f( ts,us) T) T,则边值方法可写为如下形式:

(Ae塥IN)軌u=h(Be塥IN)軇f (5)

这里 IN 为 N 维单位矩阵,塥表示 Kronecker 积。

矩阵 Ae:=[a0 摇 A1] =[A2 摇 as]沂Rs伊( s+1),有如

下结构

Ae =

琢(1)
0 琢(1)

1 … 琢(1)
k

左 左 … 左

琢(k1-1)
0 琢(k1-1)

1 … 琢(k1-1)
k

琢0 琢1 … 琢k

琢0 琢1 … 琢k

埙 埙 埙 埙

琢0 琢1 … 琢k

琢(s-k2+1)
0 琢(s-k2+1)

1 … 琢(s-k2+1)
k

左 左 左

琢(s)
0 琢(s)

1 … 琢(s)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

k

矩阵 Be = [ b0 摇 B1 ] = [B2 摇 bs]有着类似的结

构,只需要将 琢 j(琢( i)
j )替换为 茁 j(茁( i)

j )即可。

利用 BVMs 求解耦的两点边值问题式(4),对

式(4)应用式(5),通过将 y0 和 姿s(由于给出了初始

值和终端值)移动到右边,可以得到:

(A1塥M+hB1塥L)y+ - hæ

è
ç

ö

ø
÷

茁 (B2塥M)姿=h1

h(B1塥M)y+(-A2塥M+hB2塥L)姿=h

ì

î

í

ïï

ïï
2

(6)

这里

y=(yT
1,yT

2,…,yT
s ) T

摇 姿=(姿T
0,姿T

1,…,姿T
s - 1) T

軇f=( f( t0) T,f( t1) T,…,f( ts) T) T

Y
~
d =(yT

d0,yT
d1,…,yT

ds) T

Ae =[a0,a1,…,as],Be =[b0,b1,…,bs]

A1 =[a1,a2,…,as],B1 =[b1,b2,…,bs]

A2 =[a0,a1,…,as-1],B2 =[b0,b1,…,bs-1]

h1 =(-a0塥M-hb0塥L)y0+

h
茁 (bs塥M)姿s+h(Be塥IN)(M軇f+P1)

h2 =(as塥M-hbs塥L)姿s-

h(b0塥M)y0+h(Be塥IN)(MY
~

d+P2)

因此式(6)可以写成:

A1塥M+hB1塥L - h
茁 B2塥M

hB1塥M -A2塥M+hB2塥

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úúüþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï ï L

Q

yé

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

} 姿
x

=
h1

h

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú} 2

b

(7)

式(7)通常是大而稀疏的,为了有效求解该式,

需要采用预处理迭代方法。

2摇 预处理方法

一般 来 说, 式 ( 7 ) 是 非 对 称 的, 因 此 使 用

GMRES 算法求解,这是一个用于非对称线性系统的

Krylov 子空间方法。 为了获得令人满意的收敛性,

必须将 GMRES 与一个预处理器耦合,也就是说,想

要找到一个矩阵 P,其中 P-1Q 具有更好的光谱性质

(并且对于任意给定的向量 v,P-1v 都很容易计算)。

然后求解一个等价的预处理系统:

P-1Qx=P-1b

45 重庆工商大学学报(自然科学版) 第 37 卷
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预处理的目的就是选择一个矩阵 P,使 P-1Q 的

特征值是聚集的。

2郾 1摇 Kronecker 积分裂迭代

为了让式(7)具有比较对称的形式,对 Qx = b

左乘了一个矩阵 K-1,使式(7)变形为

K-1QKK-1x=K-1b

令 K-1QK=軍Q,K-1 x =軈x,K-1 b =軈b,则式(7)也变

形为

軍Q軈x=軈b

K=
1
茁
IsN 0

0 I

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

sN

,K-1 =
茁 IsN 0

0 I

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

sN

Q=

A1塥M+hB1塥L - h
茁
B2塥M

h
茁
B1塥M -A2塥M+hB2塥

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

L

在文献[11,12]中,提出了一种 Kronecker 积分

裂预处理,其思想是将两个 Kronecker 乘积之和近似

为一个 Kronecker 积。 根据上述的观点,可以得到

KPS 迭代的标准形式:
軃xk+1 =G(灼,浊)軃xk+H(灼,浊)軈b (8)

这里设参数 灼,浊>0,其中

G(灼,浊)= [(灼B+A) -1(浊B-A)]塥

[(浊M+hL) -1(灼M-hL)]

H(灼,浊)= (灼+浊)(灼B+A) -1塥(浊M+hL) -1

这里

A=

A1 - h
茁
B2

h
茁
B1 -A

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú2

,B=
B1 0

0 B

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

2

注意 G(灼,浊)是 KPS 迭代方法的迭代矩阵,同

时利用这个概念来近似 軍Q,很容易看出 軍Q 具有如下

分裂:
軍Q=P(灼,浊)-R(灼,浊)

这里

P(灼,浊)= 1
灼+浊(灼B+A)塥(浊M+hL)

R(灼,浊)= 1
灼+浊(浊B+A)塥(灼M-hL)

分裂矩阵 P(灼,浊)可以用来近似 軍Q,P( 灼,浊)有

Kronecker 积结构且很容易转化,可以得到:

P(灼,浊) -1軍Q= IsN-P(灼,浊) -1R(灼,浊)= IsN-G(灼,浊)

2郾 2摇 KPS 迭代的收敛性

为了分析 KPS 迭代方法的收敛性,考虑不动点

形式的迭代式(8)。 式(8)收敛当且仅当 籽(G( 灼,
浊))<1 成立,其中 籽(G(灼,浊))表示 G(灼,浊)的谱半

径,定理 1 描述了 KPS 迭代的收敛性。

定理 1摇 假设 灼,浊 是两个正常数,满足

- min
淄沂滓(B-1A)

R(淄)<灼-浊2 < min
滋沂滓(hL)

R(滋) (9)

其中 滓(B-1A)是矩阵 B-1A 的谱,滓(hL)是矩

阵 hL 的谱,然后 KPS 迭代矩阵 G( 灼,浊)的谱半径

籽(G(灼,浊))是有界的:

酌(灼,浊):= max
淄沂滓 B-1A+灼-浊2 I( )s

浊+灼
2 -淄

浊+灼
2 +淄

=

摇 max
x+iy沂滓 B-1A+灼-浊2 I( )s

浊+灼
2 -æ

è
ç

ö

ø
÷x

2

+y2

浊+灼
2 +æ

è
ç

ö

ø
÷x

2

+y2

因此,接下来

籽(G(灼,浊))臆酌(灼,浊)<1
证明摇 由 Kronecker 积性质,迭代矩阵 G(灼,浊)

的特征值 姿 具有以下形式:

姿= 灼-滋
浊+滋·

浊-淄
灼+淄,滋沂滓(hL)

淄沂滓(B-1A)=

灼+浊
2 - 滋-灼-浊æ

è
ç

ö

ø
÷

2
灼+浊
2 + 滋-灼-浊æ

è
ç

ö

ø
÷

2

·

灼+浊
2 - 淄+灼-浊æ

è
ç

ö

ø
÷

2
灼+浊
2 + 淄+灼-浊æ

è
ç

ö

ø
÷

2

这就等于

姿=

灼+浊
2 -滋

灼+浊
2 +滋

·

灼+浊
2 -淄

灼+浊
2 +淄

滋沂滓(hL-灼-浊2 IN),淄沂滓(B-1A+灼-浊2 Is)

利用式(9)可以看到矩阵 hL-灼-浊2 IN 的所有特

征值有非负实部,得到:
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浊+灼
2 -滋

浊+灼
2 +滋

臆1,滋沂滓 hL-灼-浊2 Iæ

è
ç

ö

ø
÷N

接下来

籽(G(灼,浊))=

max
滋沂滓 hL-灼-浊2 I( )N

淄沂滓 B-1A+灼-浊2 I( )s

灼+浊
2 -滋

灼+浊
2 +滋

·

灼+浊
2 -淄

灼+浊
2 +淄

臆

max
淄沂滓 B-1A+灼-浊2 I( )s

灼+浊
2 -淄

灼+浊
2 +淄

=

max
淄=x+iy沂滓 B-1A+灼-浊2 I( )s

灼+浊
2 -(x+iy)

灼+浊
2 +(x+iy)

=

max
x+iy沂滓(B-1A+灼-浊2 Is)

(浊+灼2 -x) 2+y2

(浊+灼2 +x) 2+y2
=酌(灼,浊) (10)

当
灼-浊
2 = min

滋沂滓(hL)
R(滋)时,式(10)成立。 类似地,

因为 B-1A+灼-浊2 Is 的所有特征值有正实部,这很容易

证明 籽(G(灼,浊))臆酌(灼,浊)<1。
为了使分裂迭代的收敛性尽可能快,可以选择

灼,浊 使 酌(灼,浊)尽可能小。 定理 2 描述了式(8)的最

优迭代参数和相应的最优渐进收敛因子。
定理 2摇 用 滋min表示 hL 的特征值实部最小值,

xmax和 xmin表示 B-1A 的特征值实部的最大值和最小

值,ymax和 ymin表示矩阵 B-1A 的特征值虚部的最大

值和最小值的绝对值,设 灼,浊 为 2 个正常数且满足

-淄min<
灼-浊
2 臆滋min

矩 阵 B-1 A + 灼-浊
2 Is 包 含 在 赘 =

xmin+
灼-浊
2 ,xmax+

灼-浊é

ë
êê

ù

û
úú2 ·i[ymin,ymax]。

存在

{灼*,浊*}:=arg min
灼,浊

max
x+iy沂赘

灼+浊
2 -æ

è
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ø
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2

+y2

灼+浊
2 +æ

è
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ö
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2
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ì

î
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ï
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ï

ü
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ý

ï
ï
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2

如果

ymax< (xmin+滋min)(xmax+滋min)

灼* = (xmin+滋min)(xmax+滋min)-y2
max +滋min

浊* = (xmin+滋min)(xmax+滋min)-y2
max -滋min

在定理 1 的假设下,由

P(灼,浊) -1軍Q= IsN-G(灼,浊)

很容易看出来预处理矩阵 P( 灼,浊) -1軍Q 的特征

值是完全包含在一个圆心为(1,0),半径小于 1 的

圆中。 因此,如果将 KPS 迭代应用于 GMRES 预处

理,将会提高 GMRES 的收敛速度。

3摇 数值实验

本节进行数值实验,以证明 BVMs 求解优化问

题的精确度和基于 Kronecker 积的预处理器的有效

性。 所有实验均在 Matlab 中进行,使用 GMRES 作

为 Krylov 子空间方法,并使用 Matlab 函数 gmres 作

为 GMRES 求解器。 这里选择了一个四阶 BVM,称

为第二类扩展的梯形公式(ETR2 -4),用于时间离

散化。

考虑如下的控制问题:

y= 4
仔2茁

eT- 4
(4+仔2)茁

eæ

è
ç

ö

ø
÷

t x4(2-x) 4

姿=(eT-et)x4(2-x) 4, y= 1
茁

é

ë
êê

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 姿

其中 q5 =16,q6 = -32,q7 = 24,q8 = -8,q9 = 1,d = 100,

T=4。

数值实验的结果如表 1—表 3 所示,在表 1—表

2 中,“误差冶表示数值解与精确解之间的差值,“收

敛阶冶表示此时精确解和由基于 Kronecker 积的块

预处理器 P(灼*,浊*)的 GMRES 方法预处理得到的

数值解之间的收敛阶数。 这里设 N = 399,琢 = 1郾 8,

GMRES 的停止准则是 r(k) 2 / r(0) 2 臆10-12,其中

r(k)是迭代 k 次后的残差向量,选择零向量为初始向

量。 测量近似值 y 的“误差冶为

E= max
j=0,1,…,s

y( t j)-y j 肄

其中 y( t)是解析解在空间网格点的求值相对

应的向量函数,姿 也采用了类似的误差测量方法。
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表 1摇 控制问题在不同 茁 下 y 的误差和收敛阶

Table 1摇 Error in y and temporal convergence order of control problem with different 茁

s
茁=1 茁=10-1 茁=10-2 茁=10-3

误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶

5 4郾 241e-04 — 4郾 241e-03 — 4郾 238e-02 — 4郾 216e-01 —
10 3郾 507e-05 3郾 60 3郾 507e-04 3郾 60 3郾 505e-03 3郾 60 3郾 487e-02 3郾 60
20 2郾 762e-06 3郾 67 2郾 762e-05 3郾 67 2郾 760e-04 3郾 67 2郾 751e-03 3郾 66
40 2郾 027e-08 3郾 77 2郾 065e-06 3郾 74 2郾 023e-05 3郾 77 2郾 019e-04 3郾 77

表 2摇 控制问题在不同 茁 下 姿的误差和收敛阶

Table 2摇 Error in 姿 and temporal convergence order of control problem with different 茁

s
茁=1 茁=10-1 茁=10-2 茁=10-3

误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶 误差 收敛阶

5 1郾 457e-03 — 1郾 466e-03 — 1郾 557e-03 — 2郾 460e-03 —
10 1郾 066e-04 3郾 77 1郾 073e-04 3郾 77 1郾 139e-04 3郾 77 1郾 797e-04 3郾 77
20 5郾 213e-06 4郾 35 5郾 248e-06 4郾 35 5郾 578e-06 4郾 35 8郾 683e-06 4郾 37
40 2郾 921e-07 4郾 16 2郾 937e-07 4郾 16 3郾 094e-07 4郾 17 4郾 657e-07 4郾 22

表 3摇 控制问题在预处理 GMRES 下的迭代次数和时间

Table 3摇 Iteration count and time of preconditioned GMRES for control problem

s N+1
茁=1 茁=10-2 茁=10-4 茁=10-6

迭代次数 时间 / s 迭代次数 时间 / s 迭代次数 时间 / s 迭代次数 时间 / s

20

100 8 0郾 14 8 0郾 16 10 0郾 13 16 0郾 17
200 8 0郾 24 8 0郾 23 10 0郾 23 16 0郾 27
300 8 0郾 34 8 0郾 29 10 0郾 31 16 0郾 34
400 8 0郾 49 8 0郾 46 10 0郾 46 16 0郾 51

40

100 11 0郾 20 12 0郾 18 13 0郾 20 18 0郾 21
200 11 0郾 34 12 0郾 32 13 0郾 34 18 0郾 41
300 11 0郾 46 12 0郾 48 13 0郾 45 18 0郾 53
400 11 0郾 63 12 0郾 61 13 0郾 64 18 0郾 75

80

100 16 0郾 34 17 0郾 32 20 0郾 35 22 0郾 37

200 16 0郾 64 17 0郾 64 20 0郾 71 22 0郾 74

300 16 0郾 88 17 0郾 84 20 0郾 92 22 1郾 00

400 16 1郾 13 17 1郾 14 20 1郾 21 22 1郾 33

摇 摇 从表 1—表 2 可以看出,所提出的 BVM 在时间

方向上对不同的 茁 值可以达到四阶收敛速度。
在表 3 中,“迭代次数冶表示求解控制问题所需

要预处理 GMRES 的迭代次数。 “时间冶表示使用预

处理 P( 灼*,浊*)的 GMRES 方法求解问题的总时

间,以 s 为单位。 这里设置 琢 = 1郾 8,预处理 GMRES
方法的停止条件设置为 r(k) 2 / r(0) 2臆10-10。

由表 3 可以看出,随着 s、N 的增大,含有预处理

P(灼*,浊*)的 GMRES 方法的迭代次数几乎保持不

变。 此外,预处理 GMRES 迭代的收敛性在所有情

况下都表现为与 茁 无关。
预处理矩阵 P-1(灼*,浊*)Q 在不同的 茁 下特征值

的分布如图 1—图 4 所示,这些图很清楚地表明该预

处理矩阵的特征值很紧密,具有很好的处理效果。
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摇 摇 摇 摇
摇 摇 摇 图 1摇 茁=1 的特征值分布摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 2摇 茁=10-2的特征值分布

摇 Fig. 1摇 The eigenvalue distribution with 茁=1摇 摇 摇 摇 摇 摇 Fig. 2摇 The eigenvalue distribution with 茁=10-2

摇 摇 摇 摇

摇 摇 摇 图 3摇 茁=10-4的特征值分布摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 图 4摇 茁=10-6的特征值分布

摇 摇 Fig. 3摇 The eigenvalue distribution with 茁=10-4 摇 摇 摇 摇 摇 摇 Fig. 4摇 The eigenvalue distribution with 茁=10-6

4摇 结束语

考虑应用边值方法求解分数阶约束优化问题,
这种方法与传统的欧拉时间离散化方法相比,在解

决这类问题上具有更高的精度。 所需时间步长的

减少导致需要求解的矩阵系统相对较小,需要存储

的解向量也少。 对于离散化的 2伊2 块线性系统,使
用带有块状的 Kronecker 积分裂迭代预处理的

GMRES 方法,得到了 Kronecker 积。 数值计算表明,
该预处理的 GMRES 对于网格大小和正则化参数来

说具有较强的鲁棒性。
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Fast Algorithms for High-order Methods of a Fractional Optimal
Control Problem

HUANG Qiu鄄yue
(School of Mathematical Science, Chongqing Normal University, Chongqing 401331, China)

Abstract:Distributed optimal control problem with the constraint of fractional order diffusion equation is widely
used in the description of scientific and engineering applications including optimal design, control and parameter
identification. Aiming at this problem, a high-order fast algorithm is proposed. For the coupled two point boundary
value problems arising from the first order optimality conditions for this problem, the problem is discretized in space
by compact difference and in time by boundary value method. After discretization, a two -by - two block linear
system is obtained. Then we use Kronecker product splitting preconditioning strategy for solving this linear system.
The preconditioner is a bloc Kronecker product structure. We obtain this Kronecker product through an alternating
Kronecker product splitting iteration method. We prove the convergence of this preconditioner algorithm and use
GMRES method to accelerate the convergence of the Kronecker splitting iteration. Finally, numerical experiments
show the accuracy and computational efficiency of the algorithm.

Key words: boundary value methods; preconditioning; two point boundary value problem; FDE鄄
constrained optimization
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