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摘摇 要:针对响应变量随机缺失且解释变量带有测量误差的部分函数型线性回归模型,讨论了模型中

未知参数和未知系数函数的估计问题及其渐近性质;先通过一定方法对缺失数据和带有测量误差的数据进

行处理,然后将模型转化为一般的函数型线性回归模型,再利用 Karhumen鄄Loevez 展开和主成分分析法给出

模型的经验形式,最后运用经典的多元统计分析极小化目标函数得到相应未知量的最小二乘估计,并在一

定的条件下给出了参数估计量的渐近正态性和斜率函数估计量的收敛速度;从而说明给出的估计量是有效

估计,完全观测下的函数型数据统计推断方法可以被推广到不完全观测的情形。
关键词:函数型数据;测量误差;K鄄L 展开;响应缺失
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0摇 引摇 言

近年来,函数型线性回归模型引起了人们的广泛

兴趣,很多学者对其进行了研究[1-4]。 实际中,我们

观测到的数据可能既有函数型的又有向量型的,带有

这样混合数据的模型是常有的。 鉴于此,文献[5]提
出如下部分函数型线性回归模型:

Y = ZT兹 + 乙1
0
X( t)茁( t)dt + e (1)

其中,Y 是实值响应变量,Z 是 q 维随机向量且 EZ =
0,E(ZTZ)<肄 ;X( t)沂L2[0,1]是随机过程且 EX =

0,E( X 2)= E乙1
0
X2( t)dt < 肄;兹和 茁( t)分别是 q 维

未知回归参数和未知系数函数,且 茁( t)沂L2[0,1],

茁 2<肄 ;e 是独立于(X,Z)的随机误差且 E(e)= 0,

var(e)= 滓2<肄 。
模型式(1)结合了经典的多元线性模型和函数

型线性模型,具有独特的优越性,引起了很多学者的

关注,比如文献[6]通过把空间中的函数型数据进行

Karhumen鄄Loeve 展开(K鄄L 展开),给出模型式(1)中

系数函数的估计量及其渐近性质。 文献[7]对模型

式(1)提出了岭估计方法,并证明参数分量的岭估计

量具有渐近正态性以及斜率函数的岭估计量与最小

二乘估计量的收敛速度是一致的。 文献[8]在模型

误差序列为平稳 琢 混合序列情形下,给出了未知参数

和斜率函数的估计方法,进一步建立了参数估计量的

渐近正态性和斜率函数估计量的收敛速度。

以上成果都是基于完全观测数据下的,而在现

实生活中,观测的实验数据往往是不完全的,出现

缺失或者带有测量误差。 如:在工业试验中,由于

出现与试验无关的机械故障造成试验结果的缺失;

医学研究中,由于医学仪器的精密度而使得对某项

指标的观测往往含有测量误差等。 对于缺失数据

情形下的函数型线性模型也已取得一定成果。 例
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如文献[9]利用可观测样本曲线去补偿函数型数据

缺失的部分;文献[10]在平稳遍历和响应变量随机

丢失的情况下研究了非参数回归模型系数函数的

估计问题及其大样本性质。 而关于解释变量有测

量误差或两种不完全观测同时出现情形下的函数

型线性模型研究尚少,对模型式(1)在不完全观测

下的研究也尚未有见。 基于以上的讨论,参考面板

数据的相关成果[11-12],本文对线性解释变量 Z 带有

测量误差且响应变量 Y 随机缺失的模型式(1)进行

研究。 具体来说,一方面,真实变量 Z 不能被观测,
只能观测到替代变量 W 的值,两变量间存在关系

W=Z+自,这里 自 是测量误差向量,与 Z,X 相互独立

且满足 E自= 0,cov(自) = 桩 已知;另一方面,响应变

量 Y 是随机缺失的,假定随机缺失变量为 啄,若 Y 可

观测,则 啄=1,否则 啄=0,且
P(啄=1 |X,Y,Z,e)= P(啄=1 |X,Z)

这样,模型式(1)的观测数据就是(X,Y,W;啄),它是

不完全。 本文中,首先,基于这样的不完全观测,对
数据进行预处理,将模型转换为类似于完全观测情

形下的模型。 然后,再运用 K鄄L 展开、主成分分析

和多元最小二乘估计给出模型中未知参数和未知

系数函数的估计量。 最后,在一定的条件下给出所

有估计量的渐近性质和收敛速度并证明。

1摇 估摇 计

基于不完全观测 (X,Y,W; 啄),由模型式 (1)
可得:

啄Y= 啄WT兹+啄掖X( t),茁( t)业+啄e-啄自T兹 (2)

记 Y
~
= 啄Y,W

~
= 啄W,X

~
(·)= 啄X(·),e~ = 啄e,自~ =

啄自,着= 啄e-啄自T兹,则模型式(2)可转化为

Y
~
=W

~ T兹+掖X
~
( t),茁( t)业+e~ -自~ T兹 (3)

令 X
~
的协方差函数为 追X

~ ( s, t) = cov(X
~
( s),

X
~
( t)),追X

~ 的协方差算子 渍X
~ = 掖X

~
( s),追X

~ ( s, t)业。
定义 滋1逸滋2逸…逸0 和 孜1,孜2,…分别是 渍X

~ 非负特

征值和相应的特征函数,满足

渍X
~(孜k)= 滋k孜k(坌k=1,2,…)

再令

追W
~ =var(W

~
),追W

~
Y
~ =cov(W

~
,Y

~
)

追Y
~
X
~ =cov(Y

~
,X

~
(·)),追W

~
X
~ =cov(W

~
,X

~
(·))

现在假定(X i,Yi,Wi;啄i) 1臆i臆n是来自模型式(1)

的 i. i. d. 观测样本,则有 Y
~
i = 啄iYi,W

~
i = 啄iWi,X

~
i(·)

= 啄iX i(·),e~ i = 啄iei,自
~
咨 = 啄i自咨,着i = 啄i ei-啄i 自T

咨 兹。 易知

追X
~( s, t) 和 渍X

~ 的估计可分别定义为 追̂X
~( s,t) =

1
n移

n

i = 1
X
~
i( s)X

~
i( t) 和 准̂X

~( t)= 掖X
~
( s),追̂X

~( s,t)业。 相

应地,准̂X
~( t)的特征值和特征函数( 滋̂k,孜̂k)即为(滋k,

孜k)的估计(k=1,2,…)。 同样有

追̂W
~ = 1

n移
n

i = 1
W
~
iW

~ T
i ,追̂W

~
Y
~ = 1

n移
n

i = 1
Y
~
iW

~
i

追̂Y
~
X
~( t) = 1

n移
n

i = 1
Y
~
iX
~
i( t),追̂W

~
X
~( t) = 1

n移
n

i = 1
W
~
iX
~
i( t)

下面开始考虑未知系数函数和未知参数

的估计。 由 Karhunen鄄Loeve 展开可知 茁( t) =

移
肄

k = 1
籽 k孜 k( t),籽 k = 掖茁( t),孜 k( t)业;X

~
( t)=移

肄

k = 1
姿 k孜 k( t) ,

其中 姿k = 掖 X
~
( t), 孜k ( t)业 互不相关,且 E姿k = 0,

var(姿k)= 滋k。 利用主成分分析,给定某个足够大的

正整数 N,模型式(3)可写成

Y
~
=W

~
兹+VN籽+e~ -自

~兹 (4)
其中,

Y
~
=(Y

~
1,Y

~
2,…Y

~
n)T,W

~
=(W

~
1,W

~
2…W

~
n)T,籽 =(籽1,籽2,

…,籽N)T,e~ = ( e~ 1,e~ 2,…,e~ n)T,自 = (自1,自2,…,自n)T,
VN ={掖Xi,孜k业}1臆i臆n,1臆k臆N

运用经典多元统计分析给出感兴趣未知量的最

小二乘估计,极小化如下目标函数

F(兹,籽)= Y
~
-W

~
兹-VN籽 2-兹T桩

~
兹

则有 兹̂ =[W
~ T(I-UN)W

~
-n桩

~
] -1W

~
(I-UN)Y

~
籽̂=

(V子
NVN) -1VT

N(Y
~
-W

~
兹̂),其中 UN =VN(VT

NVN) -1VT
N, 桩

~
=

1
n移

n

i = 1
啄i桩 。 即

兹̂ = 追̂W
~ - 移

N

k = 1

掖追̂W
~
X
~ ,孜̂ k业掖追̂X

~
W
~ ,孜̂ k业

滋̂k
- n桩æ

è
ç

ö
ø
÷

~ -1

伊

追̂W
~
Y
~ - 移

N

k = 1

掖追̂W
~
X
~ ,孜̂ k业掖追̂Y

~
X
~ ,孜̂ k业

滋̂
æ
è
ç

ö
ø
÷

k

(5)
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其中,

掖追̂W
~
X
~ ,孜̂ k业 = 1

n移
n

i = 1
W
~
i掖X

~
i,孜̂ k业

掖追̂Y
~
X
~ ,孜̂ k业 = 1

n移
n

i = 1
Y
~
i掖X

~
i,孜̂ k业

又知道

籽̂=( 籽̂1,籽̂2,…,籽̂N)T

籽̂k =
掖追̂Y

~
X
~ -兹̂T追̂W

~
X
~ ,孜̂ k业

滋̂k
,k=1,2,…,N

由此可得 茁̂(t) = 移
N

k = 1
籽̂k(t) 孜̂ k(t) 。

为进一步得到本文的结果,给出正则条件如下条

件 A:
(A1) E X 4<肄,Ee4<肄,E 自 4<肄;
(A2) 设 b>1,对于坌k逸1,c-1k-b臆滋k臆ck-b且 滋k

-滋k+1逸ck-b-1,这里 c 为常数;

(A3) E W 4
Rq =E[(WTW)2]<肄,并且对坌k逸1,

对每个 i 都有 掖追W
~
X
~ ,孜k业 臆ck-(b+d),这里 d> b

2 +1,

c 为常数;
(A4) 对于坌k,E[姿4

k]臆c滋2
k,这里 c 为常数;

(A5) d> b
2 +1, 籽k 臆ck-d,c 为常数;

(A6) N ~ n
1
b+d;

(A7) 设 浊ij =W
~
ij-掖f j,W

~
i业,i=1,2,…,n,j=1,2,…,q,

假定对每个 j,浊1j,浊2j,…,浊nj是 i. i. d. ,使得 E[浊1j W
~
1,

W
~
2,…,W

~
n] = 0 且 E[浊2

1j W
~
1,W

~
2,…,W

~
n ] =D jj,这里

D jj为 D = E[浊1浊T
1] = 追W

~ -移
肄

k = 1

掖追W
~
X
~ ,孜k业掖追X

~
W
~ ,孜k业

滋k

的第 j 个对角线元素,其中浊i = (浊i1,浊i2,…,浊iq) T,

f j =移
肄

k = 1

掖追W
~
jX
~ ,孜k业
滋k

孜k 。

进一步地,假定 D 是一个正定阵。
定理 1摇 当条件 A 成立时,有

n ( 兹̂-兹) 寅
L

N(0,( 1
n D-桩

~
) -1撞( 1

n D-桩
~
) -1)

其中 撞=(滓2+兹T桩
~
兹)D+桩

~
兹兹T桩

~
T。

定理 2摇 条件 A 成立时,有

茁̂( t)-茁( t) 2 =Op(n-2d-1b+2d)

注:定理 1 和定理 2 说明,在不完全观测下模型

式(1)的回归参数的估计也是渐近正态的,系数函

数估计的收敛速度仍是如文献[6]的速度,未受到

线性回归项的影响。

2摇 定理证明

在开始定理证明之前,类似于文献[6]给出几

个相关引理。
引理 1摇 假设条件 A 成立,则

E 椎̂X
~ -椎X

~ 2
肄 臆1

n E X 4

E 追̂W
~ -追W

~ 2
肄 臆1

n E W 4
Rq

E 追̂W
~
jX
~ -追W

~
jX
~ 2

肄 臆1
n E

1
2 W 4

RqEX4 摇 j=1,2,…,q

证明摇 类似于文献[6]中 Lemma A郾 2 的证明。

引理 2摇 设 祝̂ j(g) = 移
肄

k = 1

掖追̂W
~
jX
~ ,孜̂ k业
滋̂k

掖 孜̂ k,g业 ,

祝 j(g) = 移
肄

k = 1

掖追W
~
jX
~ ,孜 k业
滋 k

掖孜 k,g业,g 沂 L2[0,1] 。

若条件 A 成立,则对于 b>1 和 d> b
2 +1,有

祝̂ j-祝 j =Op(n-2d-1b+2d),j=1,2,…,q
证明摇 类似于文献[6]中 Lemma A郾 2 的证明。
引理 3摇 记

D̂ = 追̂W
~ - 移

肄

k = 1

掖追̂W
~
X
~ ,孜̂ k业掖追̂X

~
W
~ ,孜̂ k业

滋̂k

祝 = [祝h(追W
~
kX
~ )]h,k =1,2,…,q,祝̂ = [祝̂h(追̂W

~
kX
~ )]h,k =1,2,…,q

则有 D̂=D+op(1)。
证明摇 易知 D = 追W

~ -祝,则由引理 1—引理 2
可得:

D - D̂ 肄 臆 追̂W
~ - 追W

~
肄 + 祝̂ - 祝 肄 =

追̂W
~ - 追W

~
肄 + max

1臆h臆q
移

q

k = 1
祝̂h(追̂W

~
kX
~ ) - 祝h(追W

~
kX
~ ) 臆

Op(n - 1
2 ) + Op(n - 2d-1

2(b+2d)) = op(1)

即得 D-D̂ = op(1),得证。
定理 1 证明摇 由式(5)可得:

n ( 兹̂ - 兹) = n (D̂ - n桩
~
) -1 伊
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追̂W
~
Y
~ -移

N

k = 1

掖追̂W
~
X
~ ,孜̂ k业掖追̂Y

~
X
~ ,孜̂ k业

滋̂k

- (D̂ - n桩
~
)æ

è
ç

ö

ø
÷兹

3

=

n(D̂ - n桩
~
)-1 1

n移
n

i = 1
W
~
i -移

N

k = 1

掖追̂W
~
X
~,孜̂k业掖̂追Y

~
X
~,孜̂k业

滋̂
é

ë
êê

ù

û
úú

k
{ 伊

(掖X
~
i,茁(t)业 + e~ - 自T兹) + n桩

~
兹 }摇 = 1

n D̂ - 桩( )
~ -1

1
n3移

n

i = 1
W
~
i -移

N

k = 1

掖追̂W
~
X
~ ,孜̂ k业掖X

~
i,孜̂ k业

滋̂
é

ë
êê

ù

û
úú

k

掖X
~
i,茁(t)业 +

1
n D̂ -桩( )

~ -1 1
n
移

n

i = 1

1
n W

~
i -移

N

k = 1

掖追̂W
~
X
~,孜̂k业掖X

~
i,孜̂k业

滋̂
é

ë
êê

ù

û
úú

k
{ 伊

( e~ i - 自 T
i 兹) + 桩

~
兹 }摇 + 1

n D̂ - 桩( )
~ -1 1

n3
伊

移
n

i = 1
移
肄

k = 1

掖追̂W
~
X
~,孜̂k业掖X

~
i,孜k业

滋̂k

-移
N

k = 1

掖追̂W
~
X
~,孜̂k业掖X

~
i,孜̂k业

滋̂
é

ë
êê

ù

û
úú

k

伊

( e~ i - 自 T
i 兹) 劬 1

n D̂ - 桩( )
~ -1

(T11 + T12 + T13)

经过一些推导并利用引理 1 和引理 2 可得:
T11 = op(1)
T13 = op(1)
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再由引理 3 可得:
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故定理 1 得证。
定理 2 证明摇 由条件 A,可得:

茁̂( t) - 茁( t) 2 = 移
N
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籽̂k 孜̂ k - 移

肄

k = 1
籽 k孜 k
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移
N
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N

k = 1
籽 k孜 k

2 + 2 移
肄

k = N+1
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N
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k 孜̂ k - 孜 k

2 + 2 移
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k = N+1
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再由定理 1 及文献 [6] 类似讨论可得定理 2 的

结论。

3摇 结束语

部分函数型线性回归模型具有广泛应用,其带

有不完全观测数据的情形更符合实际的应用,对于

既带有响应缺失又带有测量误差的复杂情形,通过

对不完全数据的预处理,对模型进行转换,然后将

完全观测下统计方法推广到不完全观测下的研究,
所获得的估计量的渐近性质和收敛速度和完全观

测情形下的结果仍然保持了一致。 此结果符合文

献[4,13]中对相关问题的讨论。
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Statistical Inference of Partial Function EV Regression Model
with Missing Response

FANG Lian鄄di1,2
(1. School of Mathematics and Computer Science, Tongling University,Anhui Tongling 244000, China;
2. School of Electrical and Information Engineering,Jiangsu University,Jiangsu Zhenjiang 212013,China)

Abstract:The purpose of this paper is to study the partial functional linear regression model with a random
missing response and measurement errors in explanatory variables. The estimators of unknown parameters and
unknown coefficient functions in the model and their asymptotic properties are discussed, respectively. Firstly, the
missing data and the data with measurement errors are processed by some data preprocessing method, as well as the
model is transformed into a general functional linear regression model. Then the empirical form of the model is
given by Karhumen鄄Loeve expansion (K鄄L expansion) and principal component analysis. Finally, the least squares
estimates of the corresponding unknown variables are obtained by minimizing the objective function with classical
multivariate statistical analysis, and the asymptotic normality of the parameter estimators is proved under certain
conditions. The convergence rate of the estimator of function and slope function shows that the estimators given are
effective estimators, and the statistical inference method of functional data under complete observation is extended
to the case of incomplete observation under certain conditions.

Key words:functional data; measurement error; K鄄L expansion; response missing
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