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摘摇 要:根据 Nash 均衡的定义,也即是局中人单独改变自己的策略不能使自己支付更大这一结论,提出

了一种新的均衡,其思想是局中人通过改变自己的策略的确可以增加自己的支付,但是由于局中人改变策

略会产生成本这一事实,当成本高于或等于增加的支付时使得局中人没有改变自己的策略。 基于这样的事

实背景,在博弈模型中引入了局中人的成本函数,重新建立了 n 人非合作博弈模型,以及 n 人非合作广义博

弈模型,并给出了弱 Nash 均衡点的定义,在此基础上研究博弈模型中弱 Nash 均衡点的存在性;通过定义最

优回应映射,应用相关引理证明最优回应映射是 usco 的、非空的、凸的;通过 Fan-Glicksberg 不动点定理证明

了 n 人非合作博弈,以及 n 人非合作广义博弈弱 Nash 均衡点的存在性。
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0摇 引摇 言

1944 年,Von Neumann 和 Morgenstern 出版了对

博弈论具有深远影响的名著《Theory of Games and

Economic Behavior》 [1],随后 Nash 提出了一种均衡

思想,即 Nash 均衡[2-3],其核心思想是在非合作博

弈中,当其他局中人不改变策略时,任何一个局中

人都不能通过单独改变自己的策略让自己获得比

当前更大的收益。 由于 Nash 均衡的多重性问题,通

过本质 Nash 均衡[4] 的提出,文献[5-8]对 Nash 均

衡的存在性与稳定性进行了进一步的研究。 Nash

均衡作为非合作博弈的核心,有着举足轻重的地

位,但是对于改变策略这一过程忽略了一个事实,

那就是,策略之间的改变,通常会伴随着成本的产

生,在文献[9]中就讨论过关于成本的博弈问题。

以汽车的售卖为例,设 S 是一个汽车售卖商,现在其

售出一辆二手车可获得 5 万元,如果将二手车伪装

成新车售出,则可获得 6 万元,那么此时把车当作二

手车售出就不是局中人 S 的 Nash 均衡点(因为改变

策略后其支付增加了),但是考虑到这样的事实,将

二手车伪装成新车是需要成本的,如果伪装的成本

高于或等于 1 万元,显然 S 是不会选择将车进行伪

装并售卖的,所以,直接卖二手车就变成了 S 的最终

选择。 这样的例子在生活中比比皆是。 基于这样

的事实背景,即局中人通过改变自己的策略的确可

以使支付增加,但是由于改变策略产生的成本高于

或等于增加的支付时,使得局中人最终没有改变策

略,重新定义了一种较 Nash 均衡条件弱一点的均

衡,即弱 Nash 均衡,并且通过引入局中人的成本函
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数,建立了 n 人非合作博弈模型,以及 n 人非合作广

义博弈模型,并证明了弱 Nash 均衡点的存在性。

1摇 预备知识

1郾 1摇 相关定义

定义 1[10] 摇 设 X 与 Y 为两个 Hausdorff 拓扑空

间,T:X寅2Y 为集值映射,如果对 Y 中的任意开集

G,T( x) 奂 G,存在 x 的开邻域 O ( x),使坌x忆沂

O(x),有 T(x忆)奂G,称 T 在 x 处为上半连续,如果

坌x沂X,集值映射 T 在 x 处是上半连续的则称集值

映射 T 在 X 是上半连续的。

定义 2[10] 摇 设 C 为线性空间中的一个非空凸

集,f:C寅R,如果坌x1,x2沂C,坌t沂(0,1),有 f( tx1 +

(1-t)x2)逸 tf( x1 ) +(1 - t) f( x2 ),则称 f 在 C 上是

凹的。

1郾 2摇 相关引理

引理 1[10] 摇 设 X 和 Yi ( i = 1, 2,… n) 都是

Hausdorff 拓扑空间,F i:X寅P0(Yi) 在 X 上是上半连

续的,且坌x沂X,F i(x)是紧的,则集值映射

F(x) = 仪
n

i = 1
F i(x):X 寅 仪

n

i = 1
Yi = Y

在 X 上是上半连续的。

引理 2[11] 摇 设集值映射 F:X寅P0(Y)是闭的,

而 Y 是紧的,则 F 必是 X 上的一个 usco 映射,即坌x

沂X,F 在 x 是上半连续的且 F(x)是紧集。

引理 3[11] 摇 (Fan-Glicksberg 不动点定理)设 X

是 Hausdorff 局部凸空间 E 中的非空凸紧集,G:X寅

P0(X),满足坌x沂X,G(x)是非空凸紧集,且 G 在 X

上是上半连续的,则埚x*沂X,使 x*沂B(x*)。

2摇 n 人非合作博弈模型

(1) 用有限集合 N={1,2,…,n}表示局中人的

集合。

(2) 对每一局中人 i沂N,用非空集合 X i 表示局

中人 i 的策略集,xi沂X i 为每一局中人 i 的可选策

略,记

X = 仪
n

i = 1
X i

为该博弈的策略组合集,则 x = ( x1,x2,…,xn)沂X

为该博弈的某一策略组合,记

X -i = 仪
j屹i

X j,x -i = (x1,x2…,xi -1,xi +1,…,xn)

则 X=(X i,X-i),x=(xi,x-i)沂X。

(3) 对每一局中人 i沂N,定义 V(xi,x忆i) 为局

中人 i 将策略 xi 换为策略 x忆i 的成本,则

V:X i伊X i寅R

(4) 对每一局中人 i沂N,定义 f i:X寅R 为局中

人 i 赢得的支付,称 祝 = (N,X,V,f i) 为 n 人非合作

博弈模型。

定义 3 摇 x* = ( x*
i ,x*

-i )沂X 称为博弈 祝 的弱

Nash 均衡点,如果对坌i沂N 满足坌x忆i沂X i,有

f i(x*
i ,x*

-i )逸f i(x忆i,x*
-i )-V(x*

i ,x忆i)

下面给出博弈 祝 弱 Nash 均衡点的存在性。

定理 1摇 设博弈 祝 满足以下条件:

(1) 对每一 i沂N,X i 为局部凸线性拓扑空间中

的非空凸紧子集。

(2) 对每一 i沂N,f i:X寅R 连续。

(3) 对每一 i沂N,坌x-i沂X-i,xi寅f i(xi,x-i)在

X i 上凹。

(4) 对每一 i沂N,坌x忆i沂X i,xi寅V(xi,x忆i)在 X i

上连续。

(5) 对每一 i沂N,坌x忆i沂X i,xi寅V(xi,x忆i)在 X i

上凹。

则博弈 祝 的弱 Nash 均衡点必存在。

证明摇 坌i沂N,定义集值映射 B i:X-i寅P0(X i)

如下:

B i(x-i)= {w i沂X i | f i(w i,x-i)逸

f i(ui,x-i)-V(w i,ui),坌ui沂X i}

(1) B i(x-i)屹芰,且 B i(x-i)紧。

由 f i 和 V 的连续性,以及 X i 的紧性可得B i(x-i)

屹芰,B i(x-i)闭,又因为紧集的闭子集是紧的,则 B i

(x-i)紧。

(2) B i(x-i)凸。

55



设 w1,w2沂B i(x-i),则有坌ui沂X i,

f i(w1,x-i)逸f i(ui,x-i)-V(w1,ui)

f i(w2,x-i)逸f i(ui,x-i)-V(w2,ui)

坌t沂(0,1),由 X i 的凸性可知,tw1+(1-t)w2沂

X i,又因为 f i 在 X i 上是凹的,V 在 X i 上是凹的,所

以有

f i( tw1+(1-t)w2,x-i)逸tf i(w1,x-i)+(1-t) f i(w2,x-i)

V( tw1+(1-t)w2,ui)逸tV(w1,ui)+(1-t)V(w2,ui)

可推出

tf i(w1,x-i)+(1-t) f i(w2,x-i)逸

t( f i(ui,x-i)-V(w1,ui))+

(1-t)( f i(ui,x-i)-V(w2,ui))=

f i(ui,x-i)-tV(w1,ui)-(1-t)V(w2,ui)逸

f i(ui,x-i)-V( tw1+(1-t)w2,ui)

所以

f i( tw1+(1-t)w2,x-i)逸

tf i(w1,x-i)+(1-t) f i(w2,x-i)逸

f i(ui,x-i)-V( tw1+(1-t)w2,ui)

也即

f i( tw1+(1-t)w2,x-i)逸

f i(ui,x-i)-V( tw1+(1-t)w2,ui)

所以 tw1+(1-t)w2沂B i(x-i),B i(x-i)凸。

(3) B i(x-i)是上半连续的。

由引理 2 知,只需证明 B i(x-i)的图像闭即可,

也即是对 xa
i 沂B i( xa

-i ),( xa
i ,xa

-i )寅( xi,x-i ),有 xi

沂B i(x-i)。

首先,由 X 的紧性知 xi沂X i,x-i沂X-i。

反证法:假设 xi埸B i(x-i),则埚ci沂X i,使

f i(xi,x-i)<f i(ci,x-i)-V(xi,ci)

由 f i 及 V 的连续性知, 埚a0 > 0, 当 a > a0

时,坌着>0,有

f i(xa
i ,xa

-i)-f i(xi,x-i) < 着
3

f i(ci,x-i)-f i(ci,xa
-i) < 着

3

V(xa
i ,ci)-V(xi,ci) < 着

3

又因为

| f i(xa
i ,xa

-i)-f i(xi,x-i)+f i(ci,x-i)-

f i(ci,xa
-i)+V(xa

i ,ci)-V(xi,ci) |臆

| f i(xa
i ,xa

-i)-f i(xi,x-i) | + | f i(ci,x-i)-

f i(ci,xa
-i) | + |V(xa

i ,ci)-V(xi,ci) | <

着
3 + 着

3 + 着
3 =着

现取

着= f i(ci,x-i)-V(xi,ci)-f i(xi,x-i)

可得 f i(xa
i ,xa

-i) < f i( ci,xa
-i) -V( xa

i ,ci),与 xa
i 沂

B i(xa
-i)矛盾,所以假设不成立。 所以,xi沂B i( x-i),

B i(x-i)的图像闭,B i(x-i)上半连续。

定义集值映射 B:X寅P0(X)如下:

B(x) = 仪
n

i = 1
B i(x -i),坌x 沂 X

由引理 1 知,B(x)是上半连续的,且 B(x)是非

空凸紧集,由引理 3(Fan-Glicksberg)不动点定理知

埚x* =(x1,x2,…,xn)沂X,使 x*沂B( x*),于是对

坌i沂N,有 x*
i 沂B i(x*

-i ),故坌ui沂X i,有

f i(x*
i ,x*

-i )逸f i(ui,x*
-i )-V(x*

i ,ui)

也即是坌x忆i沂X i,有

f i(x*
i ,x*

-i )逸f i(x忆i,x*
-i )-V(x*

i ,x忆i)

综上,博弈 祝 的弱 Nash 均衡点的存在性得证。

3摇 n 人非合作广义博弈模型

(1) 用有限集合 N={1,2,…,n}表示局中人的

集合。

(2) 对每一局中人 i沂N,用非空集合 X i 表示局

中人 i 的策略集,xi沂X i 为每一局中人 i 的可选策

略,记

X = 仪
n

i = 1
X i

为该博弈的策略组合集,则 x = ( x1,x2,…,xn)沂X

为该博弈的某一策略组合,记

X -i = 仪
j屹i

X j ,x-i =(x1,x2…,xi-1,xi+1,…,xn)

则 X=(X i,X-i),x=(xi,x-i)沂X。

(3) 对每一局中人 i沂N,G i:X-i寅P0(X i)是第 i

个局中人的可行策略映射。
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(4) 对每一局中人 i沂N,定义 V(xi,x忆i)为局中

人 i 将策略 xi 换为策略 x忆i 的成本 V:X i伊X i寅R。

(5) 对每一局中人 i沂N,定义 f i:X寅R 为局中

人 i 赢得的支付,称 祝忆=(N,X,G i,V,f i)为 n 人非合

作广义博弈模型。

定义 4摇 x* = ( x*
i ,x*

-i )沂X,且 x*
i 沂G i( x*

-i )称

为博弈 祝忆的弱 Nash 均衡点,如果对坌i沂N,满足:

坌x忆i沂G i(x*
-i ),f i(x*

i ,x*
-i )逸f i(x忆i,x*

-i )-V(x*
i ,x忆i)

下面给出博弈 祝忆弱 Nash 均衡点的存在性。

定理 2摇 设博弈 祝忆满足:对每一 i沂N,有

(1) X i 为局部凸线性拓扑空间中的非空凸紧

子集。

(2) G i:X-i寅P0(X i)连续,坌x-i沂X-i,G i( x-i)

是非空凸紧集。

(3) f i:X寅R 连续。

(4) 坌x-i沂X-i,xi寅f i(xi,x-i)在 X i 上凹。

(5) 坌x忆i沂X i,xi寅V(xi,x忆i)在 X i 上连续。

(6) 坌x忆i沂X i,xi寅V(xi,x忆i)在 X i 上凹。

则博弈 祝忆的弱 Nash 均衡点必存在。

证明摇 坌i沂N,定义集值映射 B忆i:X-i寅P0(X i)

如下:

B忆i(x-i)= {w i沂G i(x-i) | f i(w i,x-i)逸

f i(ui,x-i)-V(w i,ui),坌ui沂G i(x-i)}

与定理 1 的证明类似,可得 B忆i(x-i)是非空凸

紧集,且 B忆i:X-i寅P0(X i)是上半连续的。

定义集值映射 B忆:X寅P0(X)如下:

B忆(x) = 仪
n

i = 1
B忆i(x -i),坌x 沂 X

则 B忆(x)是上半连续的,且 B忆(x)是非空凸紧集。

由引理 3(Fan-Glicksberg)不动点定理知,埚x* =

(x1,x2,…,xn)沂X,使 x*沂B忆(x*),于是对坌i沂N,

有 x*
i 沂B忆i(x*

-i ),从而有 x*
i 沂G i( x*

-i ),且坌ui沂G i

(x*
-i ),有

f i(x*
i ,x*

-i )逸f i(ui,x*
-i )-V(x*

i ,ui)

也即是坌x忆i沂G i(x*
-i ),有

f i(x*
i ,x*

-i )逸f i(x忆i,x*
-i )-V(x*

i ,x忆i)

综上,博弈 祝忆的弱 Nash 均衡点的存在性得证。

4摇 结摇 语

本文根据 Nash 均衡中局中人不能通过单独改

变自己的策略获得比当前更大收益的思想,提出了

一种较 Nash 均衡弱一点的均衡。 通过列举生活中

的实例,立足于局中人改变自己的策略会产生成本

这一事实,给出了弱 Nash 均衡点的定义。 在博弈模

型中引入了局中人的成本函数,建立了 n 人非合作

博弈模型,以及 n 人非合作广义博弈模型,通过相关

引理证明了博弈模型中弱 Nash 均衡点的存在性。

将其推广到 n 人非合作广义多目标博弈模型中

证明 Pareto-弱 Nash 均衡点的存在性,以及各种博

弈模型下弱 Nash 均衡点的稳定性将是下一步的研

究目标。
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The Existence of Weak Nash Equilibrium in n鄄Person
Non鄄Cooperative Game

CAI Yang鄄yang, XIANG Shu鄄wen
(School of Mathematics and Statistics, Guizhou University,Guiyang 550025,China)

Abstract:According to the definition of Nash equilibrium, the player can not change his own strategy alone to

make his own payment larger,this paper puts forward a new kind of equilibrium, which is that the player can really

increase his own payment by changing his own strategy. Because of the fact that the player爷s change of strategy will

produce cost,however,when the cost is higher than or equal to the increased payment, the player does not change

his strategy. Based on this factual background, the cost function of players is introduced into the game model, the

n鄄person non鄄cooperative game model and n鄄person non鄄cooperative generalized game model are reestablished, and

the definition of weak Nash equilibrium point is given. On this basis, the existence of weak Nash equilibrium in the

game model is studied. By defining the optimal response mapping, it is proved that the optimal response mapping is

usco, non鄄empty and convex by using the correlation lemma. The existence of weak Nash equilibrium point of n鄄

person non鄄cooperative game and n鄄person non鄄cooperative generalized game is proved by Fan鄄Glicksberg fixed

point theorem.

Key words:non鄄cooperative game; weak Nash equilibrium point;existence
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