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　 　 摘　 要：根据二层线性规划的最优解一定可以在约束集的极点找到这一理论，给出了求解二层线性规

划的极点方法，通过上层目标函数值的排序，避免了盲目验证极点这一缺陷，最后通过算例描述了算法求解

过程，并验证了算法的有效性．
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０　 引　 言

考虑如下二层线性规划问题（ＬＢＰ）：
（ａ）　 ｍｉｎ

ｘ∈Ｘ
Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｃＴ１ｘ ＋ ｄＴ

１ｙ

ｘ ≥ ０，其中 ｙ 是解

（ｂ） ｍｉｎ
ｙ∈Ｙ

Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｃＴ２ｘ ＋ ｄＴ
２ｙ

ｓ．ｔ．　 Ａｘ ＋ Ｂｘ ≤ ｂ
ｙ ≥ ０ （１）

其中 ｘ∈Ｘ⊂Ｒｎ，ｙ∈Ｙ⊂Ｒｍ，Ｘ⊂Ｒｎ，Ｙ⊂Ｒｍ 是变量 ｘ，ｙ 的定义域．Ｆ：Ｘ×Ｙ→Ｒ，以及 ｆ：Ｘ×Ｙ→Ｒ 均是线性函数．
ｃＴ１，ｃＴ２∈Ｒｎ，ｄＴ

１，ｄＴ
２∈Ｒｍ，ｂ∈Ｒｐ，Ａ，Ｂ 分别是约束函数的系数矩阵．

二层线性规划问题是二层规划问题中最简单的一种类型，在二层线性规划问题中，其目标函数和约束

条件都是线性存在的［１，２］ ．对于二层规划，由于下层目标函数要以上层决策变量作为参数，上层又要以下层最

优解反馈作为条件达到上层的最优，使得二层规划比一般的数学规划为更为复杂［３］ ．
Ｃａｎｄｌｅｒ［４］和 Ｔｏｗｎｓｌｅｙ［５］在研究上层为无约束，且下层有唯一解的二层线性规划时得到一个有趣的性

质：假设二层线性规划的最优解个数为有限个，那么在约束集的极点（顶点）处，至少存在一个极点是该问题

的最优解．之后，Ｂａｒｄ 在约束集有界的前提下，证明了这是二层线性规划的一个共性［６］ ．
此处根据二层线性规划的全局最优解一定可以在约束域极点找到的理论，首先求出约束域的所有极

点，根据极点处上层目标函数的值由小到大进行极点排序，然后按照这个顺序进行最优解检验，最终确定问

题的全局最优，此处最后通过算例验证了算法的有效性．



１　 基本理论

记 Ｓ ＝Δ ｛（ｘ，ｙ）：ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ，Ａｘ＋Ｂｙ≤ｂ，ｘ，ｙ≥０｝为式（１）的约束域．下层问题对每个给定的上层变量 ｘ 的

可行集为 Ｓ（ｘ）＝Δ ｛ｙ∈Ｙ，Ａｘ＋Ｂｙ≤ｂ，ｙ≥０｝ ．上层变量的决策空间为 Ｓ（Ｘ）＝Δ ｛ｘ∈Ｘ，∃ｙ∈Ｙ，ｓ． ｔ．Ａｘ＋Ｂｙ≤ｂ，
ｘ，ｙ≥０｝ ．下层问题对于给定的上层变量 ｘ 的合理反应集为 Ｐ（ｘ）＝Δ ｛ｙ∈Ｙ：ｙ∈ａｒｇｍｉｎ｛ ｆ（ｘ，ｙ^），ｙ^∈Ｓ（ｘ）｝｝ ．

定义 １　 ＩＲ＝｛（ｘ，ｙ）：（ｘ，ｙ）∈Ｓ，ｙ∈Ｐ（ｘ）｝为式（１）的可归纳域（可行集） ．
为了保证式（１）有解，假设 Ｓ 为非空有界闭集；并且对于任意给定的上层决策变量，下层都只有唯一最

优解反馈给上层．
定义 ２　 称（ｘ∗，ｙ∗）为问题（ＬＢＰ）的全局最优解，简称最优解．如果存在（ｘ∗，ｙ∗）∈ＩＲ，使得对任意

的（ｘ，ｙ）∈ＩＲ，都有 Ｆ（ｘ∗，ｙ∗）≤Ｆ（ｘ，ｙ）成立［７］ ．
定义 ３　 如果（ｘ０，ｙ０）是 Ｓ 的任意一个极点（顶点），则对于 Ｓ 中相异于（ ｘ０，ｙ０）的任意两点（ ｘ１，ｙ１），

（ｘ２，ｙ２）∈Ｓ，以及任意的实数 λ＞０，λ∈（０，１），下面等式（２）不成立．
λ（ｘ１，ｙ１） ＋ （１ － λ）（ｘ２，ｙ２） ＝ （ｘ０，ｙ０） （２）

　 　 定理 １　 如果（ｘ０，ｙ０）是式（１）的唯一最优解，则（ｘ０，ｙ０）必是式（１）约束集的极点．
证明　 反证法．假设（ｘ０，ｙ０）是式（１）的唯一最优解，但（ｘ０，ｙ０）不是式（１）约束集的顶点，则由定义 ３ 可

得，存在（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，ｙ２）∈Ｓ，且（ｘ１，ｙ１）≠（ ｘ０，ｙ０），（ ｘ２，ｙ２）≠（ ｘ０，ｙ０），存在一正数 λ∈（０，１），等式（３）
成立：

λ（ｘ１，ｙ１） ＋ （１ － λ）（ｘ２，ｙ２） ＝ （ｘ０，ｙ０） （３）
于是有 λｘ１＋（１－λ）ｘ２ ＝ ｘ０，λｙ１＋（１－λ）ｙ２ ＝ ｙ０，那么（λｘ１＋（１－λ）ｘ２，λｙ１＋（１－λ）ｙ２）也是式（１）的最优解，显然

成立等式（４）：
Ｆ（ｘ０，ｙ０） ＝ Ｆ（λｘ１ ＋ （１ － λ）ｘ２，λｙ１ ＋ （１ － λ）ｙ２） （４）

又因为（ｘ０，ｙ０）是式（１）的唯一最优解，则
Ｆ（ｘ０，ｙ０） ＜ Ｆ（ｘ１，ｙ１） ＝ ｃＴ１ｘ１ ＋ ｄＴ

１ｙ１ （５）
Ｆ（ｘ０，ｙ０） ＜ Ｆ（ｘ２，ｙ２） ＝ ｃＴ１ｘ２ ＋ ｄＴ

１ｙ２ （６）
λ 与（１－λ）分别乘入式（５）（６），相加得

Ｆ（ｘ０，ｙ０） ＜ λ（ｃＴ１ｘ１ ＋ ｄＴ
１ｙ１） ＋ （１ － λ）（ｃＴ１ｘ２ ＋ ｄＴ

１ｙ２） ＜
λｃＴ１ｘ１ ＋ （１ － λ）ｃＴ１ｘ２ ＋ λｄＴ

１ｙ１ ＋ （１ － λ）ｄＴ
１ｙ２ ＝

ｃＴ１（λｘ１ ＋ （１ － λ）ｘ２） ＋ ｄＴ
１（λｙ１ ＋ （１ － λ）ｙ２） ＝

Ｆ（λｘ１ ＋ （１ － λ）ｘ２，λｙ１ ＋ （１ － λ）ｙ２）
这就与 Ｆ（ｘ０，ｙ０）＝ Ｆ（λｘ１＋（１－λ）ｘ２，λｙ１＋（１－λ）ｙ２）矛盾，故定理得证．

定理 ２　 如果（ｘ０，ｙ０）是式（１）的全局最优解，假设存在（ｘ０，ｙ１）是下层线性规划问题 ｍｉｎ ｆ（ｘ，ｙ）＝ ｃＴ２ｘ＋

ｄＴ
２ｙ 最优解，则 ｙ０ ＝ ｙ１ ．

证明　 因为（ｘ０，ｙ０）是线性规划式（１）的全局最优解，则上层给定的 ｘ０，ｙ０ 是下层问题的最优解．又因为

存在（ｘ０，ｙ１）是下层问题的最优解，则当 ｘ＝ ｘ０，ｙ１ 也是下层问题的最优解．于是，对于上层给定一个决策 ｘ０，ｙ０

和 ｙ１ 均是下层问题 ｍｉｎ ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｃＴ２ｘ ＋ ｄＴ
２ｙ 的最优解，这与假设上层任意给定决策 ｘ，下层都只有唯一反馈

最优解矛盾，所以 ｙ０ ＝ ｙ１ ．
定理 ３　 若（ｘ０，ｙ０）是问题 ｍｉｎ Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｃＴ１ｘ ＋ ｄＴ

１ｙ 的最优解，（ｘ０，ｙ１）是问题 ｍｉｎ ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｃＴ２ｘ ＋ ｄＴ
２ｙ 的

最优解，则 ｙ０ ＝ ｙ１ 当且仅当 Ｆ（ｘ０，ｙ０）＝ Ｆ（ｘ０，ｙ１） ．
证明　 必要性．如果（ｘ０，ｙ０）是问题 ｍｉｎ Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｃＴ１ｘ ＋ ｄＴ

１ｙ 的最优解，并且 ｙ０ ＝ ｙ１，那么（ｘ０，ｙ１）也是问
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题 ｍｉｎ Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｃＴ１ｘ ＋ ｄＴ
１ｙ 的最优解．

于是成立等式：
Ｆ（ｘ０，ｙ０） ＝ Ｆ（ｘ０，ｙ１） （７）

　 　 充分性：因为 Ｆ（ｘ０，ｙ０）＝ Ｆ（ｘ０，ｙ１），于是（ｘ０，ｙ０）和（ｘ０，ｙ１）都是问题 ｍｉｎ Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｃＴ１ｘ ＋ ｄＴ
１ｙ 的最优解．

对于上层给定 ｘ０，下层反馈最优解为 ｙ０，ｙ１，并且 ｙ０≠ｙ１，这与假设任意给定 ｘ 以后，下层只有唯一最优解反

馈给上层矛盾，故得证．

２　 算法描述

因为线性二层规划的全局最优解一定出现在该问题约束集的极点处，因此在约束集空间的极点上面就

能搜索到问题的全局最优解．基于这种思想，设计一种快速极点算法，具体步骤描述如下：
第 １ 步：求出二层线性规划约束集合 Ｓ 的所有极点（ｘｉ，ｙｉ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ，不妨假设对于任意（ｘｐ，ｙｐ）和

（ｘｑ，ｙｑ），满足 ｐ＜ｑ，则成立 Ｆ（ｘｐ，ｙｐ）≤Ｆ（ｘｑ，ｙｑ），ｐ，ｑ∈Ｎ＋，转第 ２ 步；
第 ２ 步：给定问题一个初始解（ｘｉ，ｙｉ），ｉ＝ １，ｉ≤ｎ，转第 ３ 步；
第 ３ 步：把 ｘｉ 带入下层目标函数 ｆ（ｘ，ｙ），求解 ｆ（ｘｉ，ｙ）在约束集 Ｓ 中的最优解 ｙｉ＋１，转第 ４ 步；
第 ４ 步：比较 ｙｉ＋１和 ｙｉ 值，如果 ｙｉ＋１ ＝ ｙｉ，停止计算，输出全局最优解（ｘｉ，ｙｉ）；否则令 ｉ＝ ｉ＋１，转第 ３ 步．

３　 数值实验

例 １
ｍｉｎ
ｘ≥０

Ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｘ － ４ｙ

ｍｉｎ
ｙ≥０

ｆ（ｘ，ｙ） ＝ ｙ

ｓ．ｔ．　 ｙ ＋ ２ｘ ≤ １２
　 ２ｙ － ３ｘ ≥－ ４
　 ｙ ＋ ｘ ≥ ３
ｙ － ２ｘ ≤ ０

很容易，能得到约束域 Ｓ 如图 １ 所示．

图 １　 约束域

１９第 １１ 期 赵礼阳，等：求二层线性规划最优解的极点方法



于是，根据文献［８］计算极点的算法，并且按照极点对应的上层目标函数值从小到大的顺序排列得到有

序极点为（３，６），（４，４），（１，２），（２，１） ．然后开始检验，当 ｘ＝ ３ 时，下层最优解为 ｙ ＝ ５
２
， ５
２
≠６，重新寻找初始

点迭代．当 ｘ＝ ４ 时，下层最优解为 ｙ＝ ４，于是停止迭代．则问题最优解为（４，４），这与参考文献［９］中的最优解

一致．

４　 小　 结

因为二层线性规划问题反馈最优解集的非凸性，给求解二层线性规划问题带来了一定困难，此处给出

的求解二层规划全局最优解的方法，简单易行，并且具有一定的应用价值．针对极点的重新排序，相对随机取

初始迭代点，此方法能更快的找到全局最优解，最后的算例验证了算法的有效性．
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