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　 　 摘　 要：介绍了一类新的 ｋ－严格伪非扩展映象，举例说明了该类映象的存在性，并在 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中建立

严格伪扩展映象的不动点与变分不等式问题解集的等价关系． 利用该等价关系和求解变分不等式问题的投

影技巧、预解算子技巧和松弛迭代等方法，可以研究逼近 ｋ⁃严格伪非扩展映象不动点的数值方法．
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０　 引　 言

设 Ｈ 为一实 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间，其内积和范数分别表示为〈·，·〉和 · ，设 Ｃ 为 Ｈ 的一个非空闭凸子集，称
Ｔ：Ｃ→Ｃ 为非扩展映象，如果

２ Ｔｘ － Ｔｙ ２ ≤ Ｔｘ － ｙ ２ ＋ ｘ － Ｔｙ ２，∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ （１）
从文献［１］可知，式（１）等价于

Ｔｘ － Ｔｙ ２ ≤ ｘ － ｙ ２ ＋ ２〈ｘ － Ｔｘ，ｙ － Ｔｙ〉，∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ
称 Ｔ：Ｃ→Ｃ 为 ｋ－严格伪压缩映象［２］，如果存在常数 ｋ∈［０，１），使得

Ｔｘ － Ｔｙ ２ ≤ ｘ － ｙ ２ ＋ ｋ （ Ｉ － Ｔ）ｘ － （ Ｉ － Ｔ）ｙ ２，∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ （２）
如果 ｋ＝ ０，称 Ｔ 为非扩张映象，即 Ｔｘ－Ｔｙ ≤ ｘ－ｙ ，∀ｘ，ｙ∈Ｃ． 称 Ｔ：Ｃ→Ｃ 为 ｋ－严格伪非扩展映象，如果存在

常数 ｋ∈［０，１），使得

Ｔｘ － Ｔｙ ２ ≤ ｘ － ｙ ２ ＋ ｋ （ Ｉ － Ｔ）ｘ － （ Ｉ － Ｔ）ｙ ２ ＋ ２〈ｘ － Ｔｘ，ｙ － Ｔｙ〉，∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ （３）
显然，每一个非扩展映象都是拟非扩张映象且 ０－严格伪非扩展映象，但其逆命题并不成立．所以，ｋ－严格伪

非扩展映象是非扩展映象的推广形式． 此处以 Ｆｉｘ（Ｔ）表示 Ｔ 的不动点集合，即 Ｆｉｘ（Ｔ）＝ ｛ｘ∈Ｃ，Ｔｘ＝ ｘ｝ ．
不动点理论是现代非线性分析的重要组成部分，广泛应用于经济决策、最优化理论、算子理论、数值分

析和动力系统等经济和工程技术领域． 近年来，非线性映象的不动点定理及其逼近算法引起了数学研究者

的极大兴趣，他们努力寻求各种关于不动点问题的数值算法、变分不等式、平衡问题和鞍点问题等，并获得

了一系列很好的研究成果［２⁃１３］ ．文章目的是在 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间中建立 ｋ－严格伪非扩展映象的不动点与不等式问

题解的等价关系，为进一步探索变分不等式和平衡问题的数值解提供必要的理论基础．

１　 预备知识

设 Ｃ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 的一个非空闭凸子集，Ａ：Ｃ→Ｈ 为一非线性映象． 考虑如下变分不等式问题： 求一



点 ｘ∈Ｃ，使得

Ａｘ，ｙ － ｘ ≥ ０，∀ｙ ∈ Ｃ （４）
用 ＶＩ（Ｃ，Ａ）表示变分不等式问题（４）的解集． 对任意 ｘ∈Ｈ，在 Ｃ 中存在唯一的最近点 Ｐｃｘ，即

ｘ － ＰＣｘ ≤ ｘ － ｙ ，∀ｙ ∈ Ｃ
称 ＰＣ 为 Ｈ 到 Ｃ 上的度量投影． 从文献［５］可知，ＰＣ 是非扩张的，且 ｕ＝ＰＣｘ 的充分必要条件是

〈ｘ － ｕ，ｕ － ｙ〉 ≥ ０，∀ｙ ∈ Ｃ
称映象 Ａ：Ｃ→Ｈ 是 α－逆强单调的，如果存在常数 α＞０，使得

〈Ａｘ － Ａｙ，ｘ － ｙ〉 ≥ α Ａｘ － Ａｙ ２，∀ｘ，ｙ ∈ Ｃ
　 　 现举例说明该类推广的 ｋ⁃严格伪非扩展映象及其不动点问题的存在性．

例 １［７］ 　 设 Ｒ 表示实数集，如下定义映象 Ｔ：Ｒ→Ｒ，

Ｔｘ ＝
ｘ，ｘ ∈ （ － ∞，０）
－ ２ｘ，ｘ ∈ ［０， ＋ ∞）{

不难验证，Ｔ 是 ｋ⁃严格伪非扩展映象，却不是非扩展映象且 Ｆｉｘ（Ｔ）＝ （－∞ ，０］ ．
例 ２　 取 Ｃ：＝ －１，１[ ] ，则 Ｔ：Ｃ→Ｃ 是 ｋ－严格伪非扩展映象，其中

Ｔｘ ＝

３ － ｘ
４

，ｘ ∈ ［ － １，０］

３ ＋ ｘ
４

，ｘ ∈ ［０，１］

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

　 　 证明　 首先，不妨设 ｘ，ｙ∈［－１，０］， 则 Ｔｘ＝ ３－ｘ
４

，Ｔｙ＝ ３－ｙ
４

，且

Ｔｘ － Ｔｙ ２ ＝ ３ － ｘ
４

－ ３ － ｙ
４

２

＝ １
１６

ｘ － ｙ ２

（ Ｉ － Ｔ）ｘ － （ Ｉ － Ｔ）ｙ ２ ＝ ５ｘ － ３
４

－ ５ｙ － ３
４

２

＝ ２５
１６

ｘ － ｙ ２

　 　 由于 ｘ，ｙ∈ －１，０[ ] ，则

２〈ｘ － Ｔｘ，ｙ － Ｔｙ〉 ＝ ２〈５ｘ
－ ３
４

，５ｙ
－ ３
４

〉 ＝ １
８

５ｘ － ３( ) ５ｙ － ３( ) ＝

１
８

２５ｘｙ － １５ｘ － １５ｙ ＋ ９( ) ≥ ０

　 　 所以，对任意 ｋ∈［０，１），使得

Ｔｘ － Ｔｙ ２ ≤ ｘ － ｙ ２ ＋ （ Ｉ － Ｔ）ｘ － （ Ｉ － Ｔ）ｙ ２ ＋ ２〈ｘ － Ｔｘ，ｙ － Ｔｙ〉

　 　 其次，当 ｘ∈［－１，０］，ｙ∈［０，１］，即 Ｔｘ＝ ３－ｘ
４

，Ｔｙ＝ ３＋ｙ
４

， 且

Ｔｘ － Ｔｙ ２ ＝ ３ － ｘ
４

－ ３ ＋ ｙ
４

２

＝ １
１６

ｘ ＋ ｙ ２

（ Ｉ － Ｔ）ｘ － （ Ｉ － Ｔ）ｙ ２ ＝ ５ｘ － ３
４

－ ３ｙ － ３
４

２

＝ １
１６

５ｘ － ３ｙ ２

　 　 由于 ｘ∈［－１，０］，ｙ∈［０，１］，则

２〈ｘ － Ｔｘ，ｙ － Ｔｙ〉 ＝ ２〈５ｘ
－ ３
４

，３ｙ
－ ３
４

〉 ＝ ３
８

５ｘ － ３( ) ｙ － １( ) ＝

３
８

５ｘ ｙ － １( ) － ３ ｙ － １( )[ ] ≥ ０

　 　 所以，对任意 ｋ∈（０，１），式（５）仍然成立． 最后，当 ｘ，ｙ∈ ０，１[ ] ，由第一种情形类似可证．
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因此，Ｔ：Ｃ→Ｃ 是 ｋ－严格伪非扩展映象且 Ｆｉｘ（Ｔ）＝ ｛１｝ ．

２　 主要结果

定理 １　 设 Ｃ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 的非空闭凸子集，Ｔ：Ｃ→Ｃ 为 ｋ⁃严格伪非扩展映象且 Ｆｉｘ（Ｔ）≠⌀，则
Ｆｉｘ（Ｔ）＝ ＶＩ（Ｃ，Ｉ－Ｔ） ．

证明　 记 Ａ＝ Ｉ－Ｔ，取 ｐ∈Ｆｉｘ（Ｔ），即 ｐ＝Ｔｐ（Ａｐ＝ ０），则
〈Ａｐ，ｖ － ｐ〉 ＝ ０，∀ｖ ∈ Ｃ

即 ｐ∈ＶＩ（Ｃ，Ａ），进一步得 Ｆｉｘ（Ｔ）⊆ＶＩ（Ｃ，Ｉ－Ｔ） ．
另一方面，设 ｕ∗∈ＶＩ（Ｃ，Ａ），即〈（ Ｉ－Ｔ）ｕ∗，ｖ－ｕ∗〉≥０，∀ｖ∈Ｃ，且

Ｔｕ∗ － Ｔｐ ２ ＝ ｕ∗ － ｐ － （Ａｕ∗ － Ａｐ） ２ ＝
ｕ∗ － ｐ ２ ＋ Ａｕ∗ － Ａｐ ２ － ２ ｕ∗ － ｐ，Ａｕ∗ － Ａｐ[ ] ＝

ｕ∗ － ｐ ２ ＋ Ａｕ∗ ２ － ２ ｕ∗ － ｐ，Ａｕ∗[ ] ≤
ｕ∗ － ｐ ２ ＋ ｋ （ Ｉ － Ｔ）ｕ∗ － （ Ｉ － Ｔ）ｐ ２ ＋ ２ ｕ∗ － Ｔｕ∗，ｐ － Ｔｐ[ ] ＝

ｕ∗ － ｐ ２ ＋ ｋ ｕ∗ － Ｔｕ∗ ２

整理得

１ － ｋ
２

ｕ∗ － Ｔｕ∗ ２ ≤ 〈ｕ∗ － ｐ，（ Ｉ － Ｔ）ｕ∗〉 ＝

－ 〈ｐ － ｕ∗，（ Ｉ － Ｔ）ｕ∗〉 ≤ ０
即 ｕ∗∈Ｆｉｘ（Ｔ），进一步得 ＶＩ（Ｃ，Ｉ－Ｔ）⊆Ｆｉｘ（Ｔ） ． 因此，Ｆｉｘ（Ｔ）＝ ＶＩ（Ｃ，Ｉ－Ｔ） ．

注 １　 定理 １ 建立了 ｋ⁃严格伪非扩展映象的不动点和变分不等问题解的等价关系，利用该等价关系和

求解变分不等式问题的投影技巧、预解算子技巧和松弛迭代等方法，可进一步研究逼近 ｋ－严格伪非扩展映

象不动点的数值算法和收敛分析等问题．
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