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　 　 摘　 要：主要利用同余式、二次剩余等证明了 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４） 为奇素数，Ｑ ＝ ９７ ２４１ ３３７， Ｐ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － １时，

不定方程 ｘ３ － １ ＝ ＰＱｙ２ 仅有整数解（ｘ，ｙ） ＝ （１，０） ．
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不定方程

ｘ３ － １ ＝ Ｄｙ２（Ｄ ＞ ０，Ｄ 无平方因子，ｘ，ｙ∈ Ｚ） （１）

是一类重要的三次方程，其整数解已有不少人研究过．当 Ｄ＞２，Ｄ 无平方因子且不含 ６ｋ＋１ 形素因子时，文献

［１，２］已经解决；当 Ｄ 含 ６ｋ＋１形素因子时，目前已有许多相关结论，但是 Ｄ 含两个或两个以上 ６ｋ＋１ 形素因

子时，方程（１）的求解较为困难，目前结论还比较少．文献［３］给出 Ｄ＝ ｐｑ，ｐ≡１（ｍｏｄ ２４）为奇素数，ｑ ＝ １２ｓ２＋１

为奇素数， ｐ
ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１ 时方程（１）的解的情况；文献［４］给出 Ｄ ＝ ｐｑ，ｐ ＝ ７３，ｑ≡１，１９（ｍｏｄ ２４）为奇素数，

ｑ
７３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１时方程（１）的解的情况；文献［５］给出 Ｄ＝ ｐｑ，ｑ ＝ １３，ｐ≡１（ｍｏｄ １２）为奇素数， ｐ

１３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１ 时方程（１）

的解的情况；文献［６］给出 Ｄ ＝ ｐｑ，ｐ ＝ ７，ｑ ＝ １３，１９，６１ 时方程（１）的解的情况；文献［７］给出 Ｄ ＝ ｐｑ，ｑ ＝ ７，

ｐ＝ ３ｋ＋２，ｋ≢３，７（ｍｏｄ ８）为素数时方程（１）的解的情况；文献［７］给出 Ｄ＝ １２６７ ＝ ７×１８１ 时方程（１）的解的情

况．此处主要研究 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４）为奇素数，Ｑ＝ ９７ ２４１ ３３７， Ｐ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１时方程（１）的解的情况．

引理 １［８］ 　 设 ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４），ｑ≡１（ｍｏｄ ２４），ｐ，ｑ 为奇素数，则丢番图方程组 ｘ－１＝ ３ｐｑｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３ｖ２，

ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １只有平凡解（ｘ，ｕ，ｖ）＝ （１，０，±１） ．

定理 １　 设 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４）为奇素数，Ｑ＝ ９７ ２４１ ３３７，勒让德符号值
Ｐ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，则不定方程

ｘ３ － １ ＝ ＰＱｙ２ （２）

仅有平凡解（ｘ，ｙ）＝ （１，０） ．

证明　 因为 ｘ３－１＝（ｘ－１）（ｘ２＋ｘ＋１），而 ｇｃｄ（ｘ－１，ｘ２＋ｘ＋１）＝ ｇｃｄ（ｘ－１，（ｘ－１） ２＋３（ｘ－１） ＋３）＝ ｇｃｄ（ｘ－１，

３）＝ １或 ３，故方程（２）给出以下 ８种可能的分解：



Ⅰ　 ｘ－１＝ＰＱｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ｖ２，ｙ＝ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅱ　 ｘ－１＝ｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ＰＱｖ２，ｙ＝ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅲ　 ｘ－１＝Ｐｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝Ｑｖ２，ｙ＝ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅳ　 ｘ－１＝Ｑｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝Ｐｖ２，ｙ＝ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅴ　 ｘ－１＝ ３ＰＱｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３ｖ２，ｙ＝ ３ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅵ　 ｘ－１＝ ３ｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３ＰＱｖ２，ｙ＝ ３ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅶ　 ｘ－１＝ ３Ｐｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３Ｑｖ２，ｙ＝ ３ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

Ⅷ　 ｘ－１＝ ３Ｑｕ２，ｘ２＋ｘ＋１＝ ３Ｐｖ２，ｙ＝ ３ｕｖ，ｇｃｄ（ｕ，ｖ）＝ １．

以下讨论这 ８种情况所给的方程（２）的整数解．

情形Ⅰ　 解 ｘ２＋ｘ＋１＝ ｖ２，得 ｘ＝ ０，－１，均不适合 ｘ－１＝ＰＱｕ２，故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅱ　 将 ｘ－１＝ｕ２ 代入 ｘ２＋ｘ＋１＝ＰＱｖ２ 得 （２ｕ２＋３） ２＋３＝ ４ＰＱｙ２，则有

（２ｕ２ ＋ ３） ２ ≡－ ３（ｍｏｄ Ｑ） （３）

　 　 当 Ｑ＝ ９７ 时，有（２ｕ２ ＋３） ２≡－３≡２６２（ｍｏｄ ９７），得 ｕ２≡３４，６０（ｍｏｄ ９７），但模 ９７ 的勒让德符号值为

３４
９７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ６０
９７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，故式（３）不成立，因此此时方程（２）无解．

当 Ｑ＝ ２４１时，有（２ｕ２＋３） ２≡－３≡３１２（ｍｏｄ ２４１），得 ｕ２≡１７，２２７（ｍｏｄ ２４１），但模 ２４１的勒让德符号值为

１４
２４１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２２４
２４１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，故式（３）不成立，因此此时方程（２）无解．

当 Ｑ＝ ３３７时，有（２ｕ２＋３） ２≡－３≡８０２（ｍｏｄ ３３７），得 ｕ２≡１３０，２１０（ｍｏｄ ３３７），但模 ３３７ 的勒让德符号值

为
１３０
３３７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ２１０
３３７

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，故式（３）不成立，因此此时方程（２）无解．

综上，有方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅲ　 因为 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４），有 ｘ＝Ｐｕ２＋１≡１，４，５（ｍｏｄ ８），则 ｘ２＋ｘ＋１≡３，５，７（ｍｏｄ ８） ．又 Ｑ＝ ９７，２４１，

３３７，则有 Ｑｖ２≡１（ｍｏｄ ８），矛盾．故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅳ　 将 ｘ－１＝Ｑｕ２ 代入 ｘ２＋ｘ＋１ ＝Ｐｖ２，得（２Ｑｕ２＋３） ２＋３ ＝ ４Ｐｖ２，则有 ３≡Ｐｖ２（ｍｏｄ Ｑ） ．又 Ｑ ＝ ９７，２４１，

３３７，则勒让德符号值
３
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １，而勒让德符号值

Ｐ
Ｑ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，矛盾．故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅴ　 因为 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４），Ｑ＝ ９７，２４１，３３７≡１（ｍｏｄ ２４），故由引理 １知方程（２）在该情形仅有平凡

解（ｘ，ｙ）＝ （１，０） ．

情形Ⅵ　 因为 ｘ＝ ３ｕ２＋１≡１，４，５（ｍｏｄ ８），则 ｘ２＋ｘ＋１≡３，５，７（ｍｏｄ ８） ．又 Ｐ≡１９（ｍｏｄ ２４），Ｑ ＝ ９７，２４１，

３３７，则 ＰＱ≡３（ｍｏｄ ８），３ＰＱｖ２≡１（ｍｏｄ ８），矛盾．故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅶ　 将 ｘ－１＝ ３Ｐｕ２ 代入 ｘ２＋ｘ＋１ ＝ ３Ｑｖ２，得（６Ｐｕ２＋３） ２＋３ ＝ １２Ｑｖ２，则有 １≡Ｑｖ２（ｍｏｄ Ｐ） ．又勒让德符

号值
Ｑ
Ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｐ

Ｑ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，矛盾．故方程（２）在该情形无整数解．

情形Ⅷ　 将 ｘ－１＝ ３Ｑｕ２ 代入 ｘ２＋ｘ＋１ ＝ ３Ｐｖ２，得（６Ｑｕ２＋３） ２＋３ ＝ １２Ｐｖ２，则有 １≡Ｐｖ２（ｍｏｄ Ｑ） ．又勒让德符

号值
Ｑ
Ｐ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ －１，矛盾，故方程（２）在该情形无整数解．

综上，有不定方程（２）在题设条件下仅有平凡解（ｘ，ｙ）＝ （１，０） ．
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