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　 　 摘　 要：考虑了线性回归模型中，在 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ和 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数下，几乎无偏刘估计对于最小二乘

估计的不可容许性；结论表明：几乎无偏刘估计在 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数下是不可容的；最后进行了数值模拟

来表明结果．
关键词：几乎无偏刘估计；最小二乘 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数；Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失函数
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０　 引　 言

考虑如下线性回归模型：
ｙ ＝ Ｘβ ＋ ε，ε ～ Ｎ（０，σ２Ｉ） （１）

其中 ｙ 是 ｎ×１的观测向量，Ｘ 是秩为 ｐ 的 ｎ×ｐ 设计矩阵，β 是 ｐ×１ 未知参数向量，ε 是 ｎ×１ 随机误差向量，β
的普通最小二乘估计（ＯＬＳＥ）如下：

β
＾
＝ （Ｘ′Ｘ） －１Ｘ′ｙ （２）

　 　 最小二乘估计过去很长一段时间被认为是线性模型中最好的估计，存在复共线性时，最小二乘估计便

失去了它的最优地位．为了克服复共线性，很多学者做了大量的努力，有一种方法是考虑有偏估计，如岭估

计［１］、刘估计［２］、两参数估计［３⁃４］ ．
Ｌｉｕ［２］提出的刘估计定义如下：

β
＾
（ｄ） ＝ （Ｘ′Ｘ ＋ Ｉ） －１（Ｘ′ｙ ＋ ｄβ） （３）

其中 ０ ＜ ｄ ＜ １ 是偏参数， β
＾
是最小二乘估计． Ｓｉｒａｙ 和 Ｓａｋａｌｌｉｏｇｌｕ［５］ 讨论了刘估计的可容性； Ａｋｄｅｎｉｚ 和

Ｋａｃｉｒａｎｌａｒ［６］给出了几乎无偏刘估计（ＡＵＬＥ），定义如下：

β
＾
ＡＵＬＥ（ｄ） ＝ ［ Ｉ － （１ － ｄ） ２（Ｘ′Ｘ ＋ Ｉ） －２］β

＾
（４）

Ａｋｄｅｎｉｚ和 Ｋａｃｉｒａｎｌａｒ［６］讨论了在均方误差意义下，ＡＵＬＥ在一定条件下优于 ＯＬＳＥ．
尽管在均方误差意义下，在一定条件下 ＡＵＬＥ优于 ＯＬＳＥ，但更想知道在其他准则下是否还有这一结论．

此处在 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ和 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数下比较了这两种估计的优越性．
第 ２部分给出了线性模型的典则形式，第 ３部分在 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ和 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数下比较了 ＡＵＬＥ和

ＯＬＳＥ，最后进行了数值模拟和结论标注．



１　 模型和估计

考虑线性模型（１），令 Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｐ）对角线上元素是 Ｘ′Ｘ 的特征值，Ｔ 是由 Ｘ′Ｘ 的特征向量组

成的 ｐ×ｐ 矩阵，满足 Ｔ′Ｘ′ＸＴ＝Λ，ＴＴ′＝Ｔ′Ｔ＝ Ｉ，λ１≥λ２≥…≥λｐ ．原来的回归模型可写成如下典则形式：

ｙ ＝ Ｚα ＋ ε （５）

其中 Ｚ＝ＸＴ，α＝Ｔ′β．显然 Ｚ′Ｚ＝Λ，最小二乘估计和几乎无偏估计写成如下形式：

α^ ＝ （Ｚ′Ｚ） －１Ｚ′ｙ ＝ Λ －１Ｚ′ｙ （６）

α^ＡＵＬＥ（ｄ） ＝ ［Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］ α^ （７）

设 Σ 是 β 的协方差矩阵，β 是 β 的任一估计，β 的 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失函数定义为

ＬＦ（β ） ＝ （β － β） ′􀰐 －１
（β － β） （８）

令 Ｃｏｖ（β ）表示 β 的协方差，则 β 的 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数为

ＬＦ（β ） ＝ （β － β） ′􀰐 －１
（β － β） （９）

２　 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ和 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数下的风险比较

这一部分将比较 ＡＵＬＥ和 ＯＬＳＥ在 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ和 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数下的风险．

２．１　 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失函数下的风险比较

由于 ε～Ｎ（０，σ２Ｉ），有 α^－α～Ｎ（０，σ２Λ－１），即 Σ ＝σ２Λ－１表示 β 的协方差矩阵．

ＯＬＳＥ的 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失函数是

ＬＦ（ α^） ＝ σ －２（ α^ － α） ′Λ（ α^ － α） （１０）

　 　 ＡＵＬＥ的 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失函数是

ＬＦ（ α^ＡＵＬＥ（ｄ）） ＝ σ －２（ α^ＡＵＬＥ（ｄ） － α） ′Λ（ α^ＡＵＬＥ（ｄ） － α） （１１）

　 　 定理 １　 在 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失函数下，ＡＵＬＥ优于 ＯＬＳＥ，当且仅当

１ －
􀰐 ｐ

ｉ ＝ １

２
（λ ｉ ＋ １） ２

􀰐 ｐ

ｉ ＝ １

（１ ＋ σ －２λ ｉα２ｉ ）
（λ ｉ ＋ １） ４

≤ ｄ≤ １

　 　 证明　 由方程（１０）可得出

Ｅ（ＬＦ（ α^）） ＝ σ －２Ｅ｛（ α^ － α） ′Λ（ α^ － α）｝ ＝ ｐ （１２）

Ｅ（ＬＦ（ α^ＡＵＬＥ（ｄ）） ＝ σ －２（ α^ＡＵＬＥ（ｄ） － α） ′Λ（ α^ＡＵＬＥ（ｄ） － α） ＝

􀰐
ｐ

ｉ ＝ １
１ － （１ － ｄ） ２

（λ ｉ ＋ １） ２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

２

＋ σ －２（１ － ｄ） ４α′Λ（Λ ＋ Ｉ） －４α
（１３）
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Ｅ（ＬＦ（ α^）） － Ｅ（ＬＦ（ α^ＡＵＬＥ（ｄ））） ＝ ｐ －􀰐
ｐ

ｉ ＝ １
［１ － （１ － ｄ） ２

（λ ｉ ＋ １） ２
］ ２ － σ －２（１ － ｄ） ４α′ｉΛ（Λ ＋ Ｉ） －４α ＝

（１ － ｄ） ２􀰐
ｐ

ｉ ＝ １
［２ － （１ － ｄ） ２

（λ ｉ ＋ １） ２
］ １
（λ ｉ ＋ １） ２

－ σ －２（１ － ｄ） ２α′Λ（Λ ＋ Ｉ） －４α ＝

（１ － ｄ） ２􀰐
ｐ

ｉ ＝ １

２（λ ｉ ＋ １） ２ － （１ ＋ σ －２λ ｉα２ｉ ）（１ － ｄ） ２

（λ ｉ ＋ １） ４

（１４）

所以当 ｄ≥ １ －
􀰐 ｐ

ｉ ＝ １

２
（λ ｉ ＋ １） ２

􀰐 ｐ

ｉ ＝ １

（１ ＋ σ －２λ ｉα２ｉ ）
（λ ｉ ＋ １） ４

时，定理 １得证．

２．２　 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数下的风险比较

易得 Ｅ（ α^）＝ β，Ｃｏｖ（ α^）＝ σ２Λ－１，故有

ＬＭ（ α^） ＝ σ －２（ α^ － α） ′Λ（ α^ － α） （１５）

所以

Ｅ｛ＬＭ（ α^）｝ ＝ Ｅ｛σ －２（ α^ － α） ′Λ（ α^ － α）｝ ＝ ｐ （１６）

同理可得

Ｅ｛ α^ＡＵＬＥ（ｄ）｝ ＝ ［Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］α （１７）

Ｃｏｖ｛ α^ＡＵＬＥ（ｄ）｝ ＝ σ２［Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］Λ －１［Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］ （１８）

因此有

Ｅ（ＬＭ（ α^ＡＵＬＥ（ｄ））） ＝ σ －２Ｅ｛（ α^ＡＵＬＥ（ｄ） － α） ′［Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］ －１

Λ［Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］ －１（ α^ＡＵＬＥ（ｄ） － α）｝ ＝

ｐ ＋ σ －２α′（１ － ｄ） ４（Λ ＋ Ｉ） －２［Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］ －１

Λ［Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］ －１（Λ ＋ Ｉ） －２α

（１９）

由方程（１６）、（１９），得到

Ｅ｛ＬＭ（ α^）｝ － Ｅ（ＬＦ（ α^ＡＵＬＥ（ｄ））） ＝ － σ －２α′（１ － ｄ） ４（Λ ＋ Ｉ） －２［ Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］ －１

Λ［ Ｉ － （１ － ｄ） ２（Λ ＋ Ｉ） －２］ －１（Λ ＋ Ｉ） －２α≤ ０
（２０）

因此由如下定理 ２．

定理 ２　 在 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失函数下 ＡＵＬＥ对于 ＯＬＳＥ是不可容的．

３　 数值模拟

为了进一步表明理论结果，在这部分进行一个数值模拟．根据 ＭｃＤｏｎａｌｄ 和 Ｇａｌａｒｎｅａｕ［７］和 Ｌｉｕ［８］，解释变

量如下：

ｘｉｊ ＝ （１ － γ２）
１
２ ｚｉｊ ＋ γｚｉ（ｐ＋１），ｉ ＝ １，…，ｎ，ｊ ＝ １，…，ｐ （２１）
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其中 ｚｉｊ和 ｚｉ（ｐ＋１）是独立标准正态随机变量．给定 γ，两解释变量之间的相关系数是 γ２ ．考虑 ｎ＝ ２５，ｐ＝ ４，γ＝ ０．８，
０．９，０．９９，观测变量如下产生（式（２２））：

ｙｉ ＝ β１ｘｉ１ ＋ β２ｘｉ２ ＋ β３ｘｉ３ ＋ β４ｘｉ４ ＋ εｉ，εｉ ～ Ｎ（０，σ２） （２２）
　 　 表 １～表 ６给出了估计值的 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失和 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失．

表 １　 γ＝ ０．８，κ＝ １０．３９１ ４，ＯＬＳＥ和 ＡＵＬＥ的 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失

β
＾ ｄ＝ ０．１ ｄ＝ ０．５ ｄ＝ ０．６ ｄ＝ ０．７７ ｄ＝ ０．８ ｄ＝ ０．９ ｄ＝ ０．１

σ２ ＝ ０．１ ４．０００ ０ ６．４６６ ２ ４．２０１ ５ ４．０７１ ４ ４．０１５ ３．９９８ ７ ３．９９８ ５ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．２５ ４．０００ ０ ４．８９４ ８ ４．０５１ ８ ４．０１０ １ ３．９９５ ６ ３．９９４ ８ ３．９９８ ２ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．５ ４．０００ ０ ４．３７１ ０ ４．００１ ９ ３．９９０ ０ ３．９８９ １ ３．９９３ ６ ３．９９８ １ ４．０００ ０

σ２ ＝ １ ４．０００ ０ ４．１０９ １ ３．９７７ ０ ３．９７７ ０ ３．９８５ ９ ３．９９２ ９ ３．９９８ １ ４．０００ ０

表 ２　 γ＝ ０．９，κ＝ ４８．４９５ １，ＯＬＳＥ和 ＡＵＬＥ的 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失

β
＾ ｄ＝ ０．１ ｄ＝ ０．５ ｄ＝ ０．６ ｄ＝ ０．７７ ｄ＝ ０．８ ｄ＝ ０．９ ｄ＝ ０．１

σ２ ＝ ０．１ ４．０００ ０ １１．６４９ ７ ４．６４５ １ ４．２３６ ３ ４．０５５ ７ ４．０００ ３ ３．９９６ ４ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．２５ ４．０００ ０ ６．８３７ ６ ４．１８６ ６ ４．０４８ ６ ３．９９６ ３ ３．９８８ ５ ３．９９５ ７ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．５ ４．０００ ０ ５．２３３ ５ ４．０３３ ８ ３．９８６ ０ ３．９７６ ５ ３．９８４ ６ ３．９９５ ４ ４．０００ ０

σ２ ＝ １ ４．０００ ０ ４．４３１ ５ ３．９５７ ４ ３．９５４ ７ ３．９６６ ６ ３．９８２ ６ ３．９９５ ３ ４．０００ ０

表 ３　 γ＝ ０．９９，κ＝ ４６９．３１５ ４，ＯＬＳＥ和 ＡＵＬＥ的 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失

β
＾ ｄ＝ ０．１ ｄ＝ ０．５ ｄ＝ ０．６ ｄ＝ ０．７７ ｄ＝ ０．８ ｄ＝ ０．９ ｄ＝ ０．１

σ２ ＝ ０．１ ４．０００ ０ ３４．８９８ ９ ６．３６６ ７ ４．７７７ ２ ４．１１４ ５ ３．９４８ ５ ３．９７１ ８ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．２５ ４．０００ ０ １５．１３４ ０ ４．４８３ ９ ４．００６ ０ ３．８７０ ５ ３．９００ ３ ３．９６８ ７ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．５ ４．０００ ０ ８．５４５ ７ ３．８５６ ３ ３．７４８ ９ ３．７８９ ２ ３．８８４ ２ ３．９６７ ７ ４．０００ ０

σ２ ＝ １ ４．０００ ０ ５．２５１ ５ ３．５４２ ５ ３．６２０ ４ ３．７４８ ５ ３．８７６ ２ ３．９６７ ２ ４．０００ ０

表 ４　 γ＝ ０．８，κ＝ １０．３９１ ４，ＯＬＳＥ和 ＡＵＬＥ的 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失

β
＾ ｄ＝ ０．１ ｄ＝ ０．５ ｄ＝ ０．６ ｄ＝ ０．７７ ｄ＝ ０．８ ｄ＝ ０．９ ｄ＝ ０．１

σ２ ＝ ０．１ ４．０００ ０ ６．９１２ ４ ４．２５７ ６ ４．１０４ ３ ４．０３２ ７ ４．００６ ４ ４．０００ ４ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．２５ ４．０００ ０ ５．１６５ ０ ４．１０３ ０ ４．０４１ ７ ４．０１３ １ ４．００２ ６ ４．０００ ２ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．５ ４．０００ ０ ４．５８２ ５ ４．０５１ ５ ４．０２０ ９ ４．００６ ５ ４．００１ ３ ４．０００ １ ４．０００ ０

σ２ ＝ １ ４．０００ ０ ４．２９１ ２ ４．０２５ ８ ４．０１０ ４ ４．００３ ３ ４．０００ ６ ４．０００ ０ ４．０００ ０

表 ５　 γ＝ ０．９，κ＝ ４８．４９５ １，ＯＬＳＥ和 ＡＵＬＥ的 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失

β
＾ ｄ＝ ０．１ ｄ＝ ０．５ ｄ＝ ０．６ ｄ＝ ０．７７ ｄ＝ ０．８ ｄ＝ ０．９ ｄ＝ ０．１

σ２ ＝ ０．１ ４．０００ ０ １４．３５６ ８ ４．８２２ ９ ４．３２８ ０ ４．１０１ ７ ４．０１９ ８ ４．００１ ２ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．２５ ４．０００ ０ ８．１４２ ７ ４．３２９ １ ４．１３１ ２ ４．０４０ ７ ４．００７ ９ ４．０００ ５ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．５ ４．０００ ０ ６．０７１ ４ ４．１６４ ６ ４．０６５ ６ ４．０２０ ３ ４．００４ ０ ４．０００ ２ ４．０００ ０

σ２ ＝ １ ４．０００ ０ ５．０３５ ７ ４．０８２ ３ ４．０３２ ８ ４．０１０ ２ ４．００２ ０ ４．０００ １ ４．０００ ０
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表 ６　 γ＝ ０．９９，κ＝ ４６９．３１５ ４，ＯＬＳＥ和 ＡＵＬＥ的 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失

β
＾ ｄ＝ ０．１ ｄ＝ ０．５ ｄ＝ ０．６ ｄ＝ ０．７７ ｄ＝ ０．８ ｄ＝ ０．９ ｄ＝ ０．１

σ２ ＝ ０．１ ４．０００ ０ １４７．７３１ ５ ８．３７１ ８ ５．５７７ ５ ４．４５５ ０ ４．０８４ ４ ４．００５ １ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．２５ ４．０００ ０ ６１．４９２ ６ ５．７４８ ７ ４．６３１ ０ ４．１８２ ０ ４．０３３ ７ ４．００２ ０ ４．０００ ０

σ２ ＝ ０．５ ４．０００ ０ ３２．７４６ ３ ４．８７４ ４ ４．３１５ ５ ４．０９１ ０ ４．０１６ ９ ４．００１ ０ ４．０００ ０

σ２ ＝ １ ４．０００ ０ １８．３７３ ２ ４．４３７ ２ ４．１５７ ８ ４．０４５ ５ ４．００８ ４ ４．０００ ５ ４．０００ ０

从表 １～表 ６所给出的模拟结果来看，随着复共线性的增加，ＡＵＬＥ和 ＯＬＳＥ的损失函数增加；随着 σ２ 的
增加；ＡＵＬＥ的 Ｆｉｓｈｅｒｉａｎ损失和 Ｍａｈａｌａｎｏｂｉｓ损失减少．由表 ４～表 ６，ＯＬＳＥ总是优于 ＡＵＬＥ，与定理 ２相吻合．
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