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　 　 摘　 要：非线性共轭梯度法是解决大规模优化问题的一种非常有效的方法，提出了一个修正的 ＰＲＰ 方

法，该参数带有干扰因子，并证明了这一新的参数具有非负性，且在适当条件下，采用 Ｗｏｌｆｅ 线搜索，证明该

算法具有全局收敛性．
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１　 基础知识

考虑如下的无约束极小化问题：
ｍｉｎ ｆ（ｘ），ｘ∈ Ｒｎ （１）

其中，ｆ：Ｒｎ→Ｒ 是连续可微函数，且其梯度可获得．
非线性共轭梯度法是求解此类问题的一种常用的有效方法，具有算法简便、存储需求小等优点，适用于

求解大规模无约束优化问题．共轭梯度法的迭代格式为

ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ αｋｄｋ （２）

ｄｋ

－ ｇｋ，ｋ ＝ １

－ ｇｋ ＋ βｋｄｋ，ｋ≥ ２
{ （３）

其中 ｄｋ 为搜索方向，▽ｆ（ｘｋ）简记为 ｇｋ，βｋ 是一个参数，不同的 βｋ 对应着不同的共轭梯度法，αｋ 是通过适当

的线搜索获得的步长，通常使用 Ｗｏｌｆｅ线搜索、强 Ｗｏｌｆｅ线搜索．
Ｗｏｌｆｅ线搜索条件为

ｆ（ｘｋ ＋ αｋｄｋ） ≤ ｆ（ｘｋ） ＋ δαｋｇＴｋ ｄｋ （４）

ｇ（ｘｋ ＋ αｋｄｋ） Ｔｄｋ ≥ σｇＴｋ ｄｋ （５）

　 　 强 Ｗｏｌｆｅ线搜索条件为

ｇ（ｘｋ ＋ αｋｄｋ） Ｔｄｋ ≥－ σｇＴｋ ｄｋ （６）
其中 ０＜δ＜σ＜１．

传统共轭梯度法的参数公式 βｋ 的计算公式有 Ｈｅｓｔｅｎｅｓ⁃Ｓｔｉｅｆｅｌ（ＨＳ） ［１］，Ｆｌｅｔｃｈｅｒ⁃Ｒｅｅｖｅｓ（ＦＲ） ［２］，Ｐｏｌａｋ⁃



Ｒｉｂｉｅｒｅ（ＰＲＰ） ［３］，Ｄａｉ⁃Ｙｕａｎ（ＤＹ） ［４］，它们的表达式分别为

βＨＳｋ ＝
ｇＴｋ（ｇｋ － ｇｋ－１）
ｄＴｋ（ｇｋ － ｇｋ－１）

，βＦＲｋ ＝
ｇｋ

２

ｇｋ－１
２

βＰＲＰｋ ＝
ｇＴｋ（ｇｋ － ｇｋ－１）

ｇｋ－１
２ ，βＤＹｋ ＝

ｇｋ
２

ｄＴｋ－１（ｇｋ － ｇｋ－１）
其中 · 表示欧几里德范数．ＦＲ方法具有很好的收敛性，且在强 Ｗｏｌｆｅ 线搜索下具有充分下降性，但因其在

一些情况下可能会产生小步长情况，且这种情况会持续很多次迭代，除非重新开始，这就导致 ＦＲ 方法的数

值表现不佳．ＰＲＰ 和 ＨＳ方法的数值表现非常相似，且都都优于 ＦＲ 方法，但对于非凸的目标函数，即使采用

精确线性搜索，它们仍有可能不收敛．这问题启发人们找到新的共轭梯度法，使得这种方法不仅具有好的收

敛性，而且具有很好的数值表现．
最近，文献［５］提出了关于 βＰＲＰｋ 的一种修正方案，具体参数公式如式（７）：

βｋ ＝
ｇＴｋ（

ｇｋ－１

ｇｋ
ｇｋ － ｇｋ－１）

ｇｋ－１
２ （７）

这种方法在适当条件下，分别证明算法在 Ｗｏｌｆｅ 和 Ｇｒｉｐｐｏ⁃Ｌｕｃｉｄｉ 线搜索下是全局收敛的．文献［６］通过对参

数 βｋ 加入干扰因子得到两个新的 βｋ，公式如式（８）：

βＭＶＰＲＰｋ ＝
ｇＴｋ（ｇｋ －

ｇｋ

ｇｋ－１
ｇｋ－１）

ηｋ ｇｋ－１
２ ，βＭＮｋ ＝

ｇＴｋ（ｇｋ －
ｇｋ

ｄｋ－１
ｄｋ－１）

τｋ ｇｋ－１
２ （８）

其中 ηｋ ＝ １－νｍｉｎ ０，
ｇＴｋ ｇｋ－１

ｇｋ ｇｋ－１
{ } （ν≥１），τｋ ＝ １－μｍｉｎ ０，

ｇＴｋ ｄｋ－１

ｇｋ ｄｋ－１
{ } （μ≥１），这两类方法在强 Ｗｏｌｆｅ 线搜索

下不仅产生充分下降方向，而且对于目标函数是一般的非凸函数，都是全局收敛的．受文献［５，６］的启发，此
处提出一个新的参数 βｋ，公式如式（９）：

βｎｅｗｋ ＝
ｇＴｋ（

ｇｋ－１

ｇｋ
ｇｋ － ｇｋ－１）

ηｋ ｇｋ－１
２ （９）

２　 新方法（βｎｅｗｋ ）的全局收敛性

文献［７］分析了 ＰＲＰ 方法，认为限制其参数 βｋ 的非负性不仅对方法的全局收敛性起到至关重要的作

用，而且能够很容易地保证算法的下降性；文献［８］证明了 βｋ ＝ｍａｘ ０，βＰＲＰｋ{ } 在充分下降条件被满足，且步长

αｋ 满足 Ｗｏｌｆｅ线搜索条件的前提下，算法具有全局收敛性．在接下来的引理中证明了 βｎｅｗｋ 的非负性．
假设目标函数满足下面的假设：
１） 水平集 Ω＝ ｘ∈Ｒｎ：ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ１）{ }是有界的；
２） 目标函数 ｆ 在 Ω 的某个领域 Ｎ 是连续可微的，且梯度函数是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续的，即存在常数 Ｌ＞０使得

ｇ（ｘ） － ｇ（ｘ ） ≤ Ｌ ｘ － ｘ （１０）

对任意的 ｘ，ｘ ∈Ｎ．

显然，由上面的假设可知存在一个常数 γ 使得

ｇｋ ≤ γ （１１）
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对任意的 ｘ∈Ｎ．
引理 １　 对任意的 ｋ≥１，都有 βｎｅｗｋ ≥０．

证明　 记 θｋ 为 ｇｋ 和 ｇｋ－１的夹角，即 ｇＴｋ ｇｋ－１ ＝ ｇｋ ｇｋ－１ ｃｏｓ θｋ ．

βｎｅｗｋ ＝
ｇＴｋ（

ｇｋ－１

ｇｋ
ｇｋ － ｇｋ－１）

ηｋ ｇｋ－１
２

＝
ｇｋ ｇｋ－１ － ｇｋ ｇｋ－１ ｃｏｓ θｋ

ηｋ ｇｋ－１
２

＝

１ － ｃｏｓ θｋ

ηｋ
·

ｇｋ

ｇｋ－１

＝
１ － ｃｏｓ θｋ

１ － νｍｉｎ ０，
ｇＴｋ ｇｋ－１

ｇｋ ｇｋ－１
{ }

·
ｇｋ

ｇｋ－１

因为 ν≥１，故

０ ≤
１ － ｃｏｓ θｋ

１ － νｍｉｎ ０，ｃｏｓ θｋ{ }
＝
１ － ｃｏｓ θｋ

１ － νｃｏｓ θｋ
，若 ｃｏｓ θｋ ＜ ０

１ － ｃｏｓ θｋ，若 ｃｏｓ θｋ ≥ ０

ü

þ

ý

ï
ï

ïï

ì

î

í

ï
ï

ïï

≤ １

所以 βｎｅｗｋ ≥０．

引理 ２（性质∗） 　 考虑形如式（２）（３）的方法，并且假设对任意的 ｋ≥１ 有 ０≤γ≤ ｇｋ ≤γ，则存在常数

ｂ＞１，λ＞０，使得对任意的 ｋ≥１都有 βｎｅｗｋ ≤ｂ，且当 ｓｋ－１ ≤λ 时有 βｎｅｗｋ ≤
１
２ｂ
，其中 ｓｋ－１ ＝ ｘｋ－ｘｋ－１ ．

证明　 取 ｂ＝ ２γ
γ
＞２，λ＝ γ３

８Ｌγ２
＞０，则

βｎｅｗｋ ＝
ｇＴｋ（

ｇｋ－１

ｇｋ
ｇｋ － ｇｋ－１）

ηｋ ｇｋ－１
２

＝
１ － ｃｏｓ θｋ

ηｋ
·

ｇｋ

ｇｋ－１
≤ ２γ

γ
＝ ｂ

当 ｓｋ－１ ≤λ 时，

βｎｅｗｋ ＝
ｇＴｋ（

ｇｋ－１

ｇｋ
ｇｋ － ｇｋ－１）

ηｋ ｇｋ－１
２ ≤

ｇｋ

ｇｋ－１

ｇｋ
ｇｋ － ｇｋ－１

ｇｋ－１
２

＝

ｇｋ

ｇｋ－１

ｇｋ
ｇｋ － ｇｋ ＋ ｇｋ － ｇｋ－１

ｇｋ－１
２ ≤

ｇｋ ｇｋ－１ － ｇｋ ＋ ｇｋ － ｇｋ－１( )

ｇｋ－１
２ ≤

２ ｇｋ ｇｋ － ｇｋ－１

ｇｋ－１
２ ≤ ２γＬλ

γ２
＝ １
２ｂ

在共轭梯度法中，充分下降条件

ｇＴｋ ｄｋ ≤－ ｃ ｇｋ
２，ｃ ＞ ０ （１２）

非常重要，其中假设 ｎｅｗ算法满足式（１２） ．
引理 ３［８］（ｚｏｕｔｅｎｄｉｊｉｋ条件） 　 若假设 １）２）成立，考虑形如式（２） （３）的方法，ｄｋ 是下降方向，αｋ 满足式

（５）（６），则􀰐
ｋ≥１

（ｇＴｋ ｄｋ） ２

ｄｋ
２ ＜ ＋ ∞ ．

引理 ４［８］ 　 若假设 １）２）成立，考虑形如式（２） （３）的方法，αｋ 满足式（５） （６），且满足充分下降条件式

（１２），若 βｋ 满足性质（∗）且 ０≤γ≤ ｇｋ ≤γ 成立，则存在 λ１＞０，使得对任意的 Δ∈Ｎ∗和下标 ｋ０，都存在指
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标 ｋ≥ｋ０，满足 κλ１
ｋ，Δ ＞

Δ
２
，其中 κλ１

ｋ，Δ 表示 κλ１
ｋ，Δ的个数．

引理 ５［８］ 　 若假设 １）２）成立，考虑形如式（２）（３）的方法，满足下面 ３ 个条件：（ ｉ）对任意的 ｋ≥１，都有

βｋ≥０；（ｉｉ）算法采用 Ｗｏｌｆｅ⁃ｐｏｗｅｒ 线搜索，满足 ｚｏｕｔｅｎｄｉｊｉｋ 条件，满足充分下降条件式（１２）；（ ｉｉｉ）满足性质

（∗），则 ｌｉｍ
ｋ→∞
ｉｎｆ ｇｋ ＝ ０．

定理 １　 若假设 １）２）成立，考虑形如式（２）（３）的方法，充分下降条件式（１２）成立，αｋ 满足式（５）（６），
βｋ 取 βｎｅｗｋ ，则 ｌｉｍｋ→∞

ｉｎｆ ｇｋ ＝ ０．即 ｎｅｗ算法具有全局收敛性．
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（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０１３３１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｅ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ａ ｖｅｒｙ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｌａｒｇｅ⁃ｓｃａｌｅ
ｏｐｔｉｍａｌ ｐｒｏｂｌｅｍｓ．Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ，ａ ｍｏｄｉｆｉｅｄ ＰＲＰ ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｆａｃｔｏｒ ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ａｎｄ
ｎｏｎ⁃ｎｅｇａｔｉｖｅ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｒｍｕｌａ ｉｓ ｐｒｏｖｅｄ．Ｕｎｄｅｒ ｓｕｉｔａｂｌｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ，ｔｈｅ ｇｌｏｂａｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ｗｉｔｈ ｔｈｅ Ｗｏｌｆｅ ｌｉｎｅ ｓｅａｒｃｈ ｉｓ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｃｏｎｊｕｇａｔｅ ｇｒａｄｉｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄ； ｓｔｒｏｎｇ Ｗｏｌｆｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ； Ｗｏｌｆｅ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ； ｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅ ｆａｃｔｏｒ；
ｇｌｏｂａｌ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ
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