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　 　 摘　 要：研究了不确定中立型系统的滑动模态控制．系统含有多个变时滞和非线性外部干扰项；根据当

前状态和时滞状态给出了滑模面的设计，滑模控制器的设计保证了系统的状态轨线在有限时间内被驱动到

指定的滑模面上并保持运动；再利用构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的方法给出了闭环系统渐进稳定的一个充分条件，
充分条件以线性矩阵不等式的形式给出．
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滑模变结构控制，简称滑模控制．其主要研究的是一类非线性控制理论，是由 Ｕｔｋｉｎ 等人提出并倡导

的［１］ ．经历近几十年的研究，已在各个领域得到了迅速发展及广泛的应用．并形成了一个相对独立的研究分

支．在变结构控制系统中，其非线性主要是体现在控制作用的不连续特性上．可以将系统的运动分成两个阶

段：第一阶段是到达运动阶段，即通过滑模控制器的设计保证系统运动在有限时间内到达预先设定好的滑

模面上；第二阶段是设计一种稳定的滑模面，并在滑模控制器的作用下保证系统的滑模运动是渐进稳定的．
滑模变结构控制的优点在于：当系统进入滑模运动阶段，系统具有对参数摄动和外界干扰及不确定性的不

敏感性．这种不敏感性表明，滑模控制非常适合作为一种不确定性系统的鲁棒控制器．目前，变结构控制理论

已经受到了国内外学者的广泛重视［２，３］ ．
在实际控制系统中，大多数系统普遍存在不确定因素、状态时滞及控制变量时滞，且匹配条件往往不容

易得到满足，这就使得滑模控制系统很难达到所期望的良好品质．为此，针对不同类型的实际系统的滑模控

制问题进行了广泛而深入的研究［４－７］ ．将研究具有多个变时滞且含有多个非匹配不确定项和非线性外部干

扰项的中立型系统的滑动模态控制．

１　 预备知识

考虑具有非线性干扰和多变时滞的不确定中立型系统：

ｘ
·

－ Ｃｘ
·
（ ｔ － ｄ） ＝ （Ａ ＋ ΔＡ（ ｔ））ｘ（ ｔ） ＋ 

ｋ

ｉ ＝ １
（Ａｉ ＋ ΔＡｉ（ ｔ））ｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ）） ＋ Ｂ（ｕ（ ｔ） ＋ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ））

ｘ（θ） ＝ ψ（θ），θ ∈ ［ － τ，０］
{ （１）

其中 ｘ（ ｔ）∈Ｒｎ，ｕ（ ｔ）∈Ｒｍ 分别为系统的状态变量和控制输入，ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）∈Ｒｎ 为系统的外部干扰项，ψ（θ）



为状态初始条件，Ａ、Ｂ、Ｃ 和 Ｃｉ，（ ｉ＝ １，…，ｋ）为具有相容维数的实常数矩阵，ΔＡ（ ｔ）和 ΔＡｉ（ ｔ），（ ｉ ＝ １，…，ｋ）
表示时变参数不确定性，０＜ｄ＜τ 为已知的实常数时滞，τｉ（ ｔ），（ ｉ ＝ １，…，ｋ）为时变时滞且满足 ０≤τｉ（ ｔ）≤τ，

τ
·

ｉ（ ｔ）≤１－ε，（ ｉ＝ １，２，…，ｋ）其中 ０＜ε＜１ 为常数．
对于式（１）给出假设条件：
（ａ） 假设矩阵 Ｂ 是列满秩的，并且（Ａ，Ｂ）是可镇定的，即存在一个实矩 Ｋ∈Ｒｍ×ｎ使得 Ａ－ＢＫ 是稳定的．
（ｂ） ΔＡ（ ｔ）＝ ＤＦ（ ｔ）Ｅ，ΔＡｉ（ ｔ）＝ ＤｉＦｉ（ ｔ）Ｅｉ，ｉ＝ １，２，…，ｋ，其中：Ｄ，Ｅ，Ｄｉ 和 Ｅｉ，（ ｉ＝ １，２，…，ｋ）是已知的常

数矩阵，Ｆ（ ｔ）和 Ｆｉ（ ｔ）是未知的时变实矩阵且满足 ＦＴ（ ｔ）Ｆ（ ｔ）≤Ｉ，ＦＴ
ｉ （ ｔ）Ｆｉ（ ｔ）≤Ｉ，（ ｉ＝ １，２，…，ｋ） ．

（ｃ） 外部干扰项 ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）∈Ｒｎ 是有界的，即 ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ） ≤ρ，其中 ρ＞０ 是已知常数．
引理 １［７，８］ 　 设 Ｘ，Ｙ 是适合维数的实数矩阵，则对于任意常数 μ＞０，有：

ＸＹ ＋ ＹＴＸＴ ≤ μ －１ＸＸＴ ＋ μＹＴＹ
　 　 引理 ２［７，８］ 　 设 Ｄ 和 Ｅ 是适合维数的实数矩阵，Ｆ（ ｔ）是适合维数的时变实矩阵且满足：

ＦＴ（ ｔ）Ｆ（ ｔ） ≤ Ｉ
则对于任意常数 μ＞０，有：ＤＦ（ ｔ）Ｅ＋ＥＴＦＴ（ ｔ）ＤＴ≤μ－１ＤＤＴ＋μＥＴＥ．

主要目标是设计一个滑模控制器，使得式（１）的状态轨线在有限时间内达到所期望的滑模面上，并保证

闭环系统是渐进稳定的．
根据式（１）的当前状态和时滞状态，设计一个滑模面：

ｓ（ ｔ） ＝ ＢＴＰｘ（ ｔ） － Ｃｘ（ ｔ － ｄ） ＝ ０ （３）
其中 Ｐ 是待选的正定矩阵．

２　 滑模控制器的设计

滑模控制器的设计需要两步来完成．第一步骤：设计一个滑模控制器，并保证式（１）的状态轨线在有限时

间内达到滑模面式（３）上且在其上进行运动．第二步骤：设计一种稳定的滑模面，并保证系统在该滑模面上的

运动是渐进稳定的．
考虑式（１）的控制输入：

ｕ（ ｔ） ＝ － Ｋｘ（ ｔ） ＋ υ（ ｔ） （４）
其中 Ｋ 为 ｍ×ｎ 阶实矩阵且满足 Ａ－ＢＫ 是稳定的，

υ（ ｔ） ＝ Ｋｘ（ ｔ） ＋ ｕα ＋ ｕβ （５）

ｕα ＝ － （ＢＴＰＢ） －１［ＢＴＰＡｘ（ ｔ） ＋ 
ｎ

ｉ ＝ １
ＢＴＰＡｉｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ））］ （６）

ｕβ ＝ － ［ （ＢＴＰＢ） －１ＢＴＰＤ Ｅｘ（ ｔ） ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
（ＢＴＰＢ） －１ＢＴＰＤｉ Ｅｉｘ（ ｔ － τｉ） ＋

ρ ＋ ε０］ｓｉｇｎ（ ｓ（ ｔ）） （７）
其中 ｕα， ｕβ 分别是系统 （ １） 的等价控制和开关控制， ε０ 是一个正常数． ｓｉｇｎ （ ｓ （ ｔ）） 为符号函数，即：
ｓｉｇｎ（ ｓ（ ｔ））＝ ［ｓｉｇｎ（ ｓ１（ ｔ）），ｓｉｇｎ（ ｓ２（ ｔ）），…，ｓｉｇｎ（ ｓｍ（ ｔ））］ Ｔ，其中：

ｓｉｇｎ（ ｓｉ（ ｔ）） ＝

１， ｓｉ（ ｔ） ＞ ０

０， ｓｉ（ ｔ） ＝ ０ １ ≤ ｉ ≤ ｍ

－ １， ｓｉ（ ｔ） ＜ ０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

下面给出式（１）在有限时间内到达滑模面上并在其上进行运动的充分条件．
定理 １　 若式（１）满足假设条件（ａ）－（ｃ），且其控制输入由式（４）－（７）给出，则式（１）的状态轨线在有限
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时间内到达滑模面式（３）上．
证明　 设 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为

Ｖ ＝ １
２
ｓＴ（ ｔ）（ＢＴＰＢ） －１ｓ（ ｔ） （８）

且 Ｖ 是正定的．对 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数（８）两边关于时间 ｔ 求导得：

Ｖ
·

＝ ｓＴ（ｔ）（ＢＴＰＢ） －１ｓ（ｔ） ＝

ｓＴ（ｔ）（ＢＴＰＢ） －１ＢＴＰ［ｘ
·
（ｔ） － Ｃｘ

·
（ｔ － ｄ）］ ＝

ｓＴ（ｔ）（ＢＴＰＢ） －１ＢＴＰ［（Ａ ＋ ΔＡ（ｔ））ｘ（ｔ） ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
（Ａｉ ＋ ΔＡｉ（ｔ））ｘ（ｔ － τｉ（ｔ）） ＋ Ｂ（ｕα ＋ ｕβ ＋ ｆ（ｘ（ｔ），ｔ））］ ＝

ｓＴ（ｔ）（ＢＴＰＢ） －１ＢＴＰΔＡ（ｔ）ｘ（ｔ） ＋ ｓＴ（ｔ）
ｋ

ｉ ＝ １
（ＢＴＰＢ） －１ＢＴＰΔＡｉ（ｔ）ｘ（ｔ － τｉ（ｔ）） ＋ ｓＴ（ｔ）ｕβ ＋ ｓＴ（ｔ）ｆ（ｘ（ｔ），ｔ） ≤

ｓ（ｔ） （ＢＴＰＢ） －１ＢＴＰΔＡ（ｔ）ｘ（ｔ） ＋ ｓ（ｔ） 
ｋ

ｉ ＝ １
（ＢＴＰＢ） －１ＢＴＰΔＡｉ（ｔ）ｘ（ｔ － τｉ（ｔ）） ｓＴ（ｔ）ｕβ ＋ ｓ（ｔ） ρ

由假设条件（ｂ）及式（７）代入上式并化简可得：

Ｖ
·

≤－ ε０ ｓ（ ｔ） （９）
又因为

Ｖ ＝ １
２
ｓＴ（ ｔ）（ＢＴＰＢ） －１ｓ（ ｔ） ≤ １

２
λｍａｘ［（ＢＴＰＢ） －１］ ｓ（ ｔ） （１０）

所以，由式（９）、（１０）可得：Ｖ
·

≤－ ε
～

０Ｖ
１
２（ ｔ） ．其中，ε

～
０ ＝ε０

２
λｍａｘ［（ＢＴＰＢ） －１ ＞０．

因此，根据文献［９］可知，式（１）的状态轨线在有限时间内达到滑模面式（３）上．证毕．
下一步设计一个稳定的滑模面，使得滑模控制系统在内部参数摄动与外部扰动时保持良好的品质．
定理 ２　 设式（１）满足假设条件（ａ）－（ｃ），如果存在正定阵 Ｐ＞０，Ｒ＞０，Ｑｉ＞０，（ ｉ＝ １，２，…，ｋ）及正常数 μ、

μｉ，（ ｉ＝ １，２，…，ｋ），且满足线性矩阵不等式：

Ｗ１ ＝ Ｒ － ＣＴ（Ｒ ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ ＋ μＥＴＥ）Ｃ ＞ ０ （１１）

Ｍｉ ＝ μＱｉ － μｉＥＴ
ｉ Ｅｉ ＞ ０，　 ｉ ＝ １，２，…，ｋ （１２）

Φ ＝

 Ｃ ＰＡ１ … ＰＡｋ

ＣＴ Ｔ － Ｗ１ ０ … ０

ＡＴ
１Ｐ ０ － Ｍ１ … ０

︙ ︙ ︙ ︙
ＡＴ

ｋＰ ０ ０ … － Ｍｋ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＜ ０ （１３）

其中

 ＝ Ｐ（Ａ － ＢＫ） ＋ （Ａ － ＢＫ） ＴＰ ＋ μ －１ＰＤＤＴＰ ＋ μＥＴＥ ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
μｉＰＤｉＤＴ

ｉ Ｐ ＋ Ｒ ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ

 ＝ Ｐ（Ａ － ＢＫ） ＋ Ｒ ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ ＋ μＥＴＥ

则在滑模面方程式（３）下，滑模控制率式（４）－（７）使得闭环系统是渐进稳定的．
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证明由题意可构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为

Ｖ（ ｔ） ＝ ＨＴ（ ｔ）ＰＨ（ ｔ） ＋ ∫ｔ
ｔ －ｄ
ｘＴ（ ｓ）Ｒｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ 

ｋ

ｉ ＝ １
∫ｔ
ｔ －τｉ（ ｔ）

ｘＴ（ ｓ）Ｑｉｘ（ ｓ）ｄｓ

其中 Ｐ，Ｒ，Ｑ１，…，Ｑｋ 为正定矩阵，Ｈ（ ｔ）＝ ｘ（ ｔ） －Ｃｘ（ ｔ－ｄ） ．将上式两边关于 ｔ 求导并将式（１）及式（４）代入

可得：

Ｖ
·
（ ｔ） ＝ ２ＨＴ（ ｔ）ＰＨ

·
（ ｔ） ＋ ｘＴ（ ｔ）Ｒｘ（ ｔ） － ｘＴ（ ｔ － ｄ）Ｒｘ（ ｔ － ｄ） ＋


ｋ

ｉ ＝ １
［ｘＴ（ ｔ）Ｑｉｘ（ ｔ） － ｘＴ（ ｔ － τｉ（ ｔ））Ｑｉｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ））（１ － τ

·
ｉ（ ｔ））］ ＝

２ＨＴ（ ｔ）Ｐ（Ａ － ＢＫ）ｘ（ ｔ） ＋ ２ＨＴ（ ｔ）ＰΔＡ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
２ＨＴ（ ｔ）ＰＡｉｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ）） ＋


ｋ

ｉ ＝ １
２ＨＴ（ ｔ）ＰΔＡｉｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ）） ＋ ２ＨＴ（ ｔ）ＰＢ［υ ＋ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）］ ＋ ｘＴ（ ｔ）（Ｒ ＋ 

ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ）ｘ（ ｔ） －

ｘＴ（ ｔ － ｄ）Ｒｘ（ ｔ － ｄ） － 
ｋ

ｉ ＝ １
ｘＴ（ ｔ － τｉ（ ｔ））Ｑｉｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ））（１ － τ

·
ｉ（ ｔ））

（１４）

由滑模面方程式（３）可知：ｓ（ ｔ）＝ ０
因此有：

２ＨＴ（ ｔ）ＰＢ［υ ＋ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）］ ＝ ２ｓＴ（ ｔ）［υ ＋ ｆ（ｘ（ ｔ），ｔ）］ ＝ ０ （１５）
根据引理 ２ 和假设条件（ｂ）可知：存在正常数 μ、μｉ，ｉ＝ １，２，…，ｋ．使得下列式子成立：

２ＨＴ（ ｔ）ＰΔΑ（ ｔ）ｘ（ ｔ） ＝ ２ＨＴ（ ｔ）ＰＤＦ（ ｔ）Ｅｘ（ ｔ） ≤
μ －１ＨＴ（ ｔ）ＰＤＤＴＰＨ（ ｔ） ＋ μｘＴ（ ｔ）ＥＴＥｘ（ ｔ） ≤
μ －１ＨＴ（ ｔ）ＰＤＤＴＰＨ（ ｔ） ＋ μＨＴ（ ｔ）ＥＴＥＨ（ ｔ） ＋

μｘＴ（ ｔ － ｄ）ＣＴＥＴＥＣｘ（ ｔ － ｄ） ＋ ２μＨＴ（ ｔ）ＥＴＥＣｘ（ ｔ － ｄ） （１６）
２ＨＴ（ ｔ）ＰΔＡｉ（ ｔ）ｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ）） ＝ ２ＨＴ（ ｔ）ＰＤｉＦｉ（ ｔ）Ｅｉｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ）） ≤

μ －１
ｉ ＨＴ（ ｔ）ＰＤｉＤＴ

ｉ ＰＨ（ ｔ） ＋ μｉｘＴ（ ｔ － τｉ（ ｔ））ＥＴ
ｉ Ｅｉｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ）） （１７）

其中 ｉ＝ １，２，…，ｋ．
又易知：

ｘＴ（ ｔ）（Ｒ ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ）ｘ（ ｔ） ＝ ＨＴ（ ｔ）（Ｒ ＋ 

ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ）Ｈ（ ｔ） ＋ ２ＨＴ（ ｔ）（Ｒ ＋ 

ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ）Ｃｘ（ ｔ － ｄ） ＋

ｘＴ（ ｔ － ｄ）ＣＴ（Ｒ ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ）Ｃｘ（ ｔ － ｄ） （１８）

因此，将式（１５）－（１８）代入式（１４）并化简可得：

Ｖ
·
（ ｔ） ≤ ＨＴ（ ｔ）［Ｐ（Ａ － ＢＫ） ＋ （Ａ － ＢＫ） ＴＰ ＋ μＥＴＥ ＋ μ －１ＰＤＤＴＰ ＋


ｋ

ｉ ＝ １
μ －１

ｉ ＰＤｉＤＴ
ｉ Ｐ］Ｈ（ ｔ） － ｘＴ（ ｔ － ｄ）［Ｒ － ＣＴ（Ｒ ＋ 

ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ ＋ μＥＴＥ）Ｃ］ｘ（ ｔ － ｄ） ＋

２ＨＴ（ ｔ）［Ｐ（Ａ － ＢＫ） ＋ Ｒ ＋ 
ｋ

ｉ ＝ １
Ｑｉ ＋ μＥＴＥ］Ｃｘ（ ｔ － ｄ） ＋


ｋ

ｉ ＝ １
２ＨＴ（ ｔ）ＰＡｉｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ）） － 

ｋ

ｉ ＝ １
ｘＴ（ ｔ － τｉ（ ｔ））（μＱｉ － μｉＥＴ

ｉ Ｅｉ）ｘ（ ｔ － τｉ（ ｔ））

令 σ＝（Ｈ（ ｔ），ｘ（ ｔ－ｄ），ｘ（ ｔ－τ１（ ｔ）），…，ｘ（ ｔ－τｋ（ ｔ））） Ｔ，再根据定理已知条件可得：Ｖ
·

（ ｔ）≤σＴΦσ．又由于 Φ＜０
为负定矩阵．从而，由文献［１０］的定理 ９．８．１ 可知：在滑模面方程式（３）下，滑模控制率式（４） －（７）使得闭环
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系统是渐进稳定的．
注　 根据定理 ２ 可知，利用构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的方法给出了闭环系统渐进稳定的一个充分条件，充分

条件以线性矩阵不等式的形式给出．因此，当线性矩阵不等式是可行的时候，则由式（３）给出的滑模面的设计

及由式（４）－（７）给出的控制率的构造保证了式（１）的状态轨线能在有限时间内到达滑模面上并在其上保持

运动．
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