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　 　 摘　 要：利用矩阵条件数的求解方法，求解基于 ＭＢＦＧＳ 割线条件的修正 ＤＬ 共轭梯度法中的参数 ｔ，提
出带有优选参数的修正 ＤＬ 共轭梯度法；假设搜索方向有下降性，并通过强 Ｗｏｌｆｅ 线搜索求解步长，证明了新

的共轭梯度法对一般函数有全局收敛性；最后比较了新的共轭梯度法的数值有效性。
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０　 引　 言

考虑无约束优化问题

ｍｉｎ ｆ ｘ( ) ，ｘ ∈ Ｒｎ （１）
其中 ｆ：Ｒｎ→Ｒ 是连续可微的。 非线性共轭梯度法通常有如下格式：

ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ αｋｄｋ，ｋ ＝ ０，１，… （２）

ｄｋ ＝
－ ｇｋ，ｋ ＝ ０

－ ｇｋ ＋ βｋｄｋ－１， ｋ ≥ １{ （３）

其中 ｇｋ ＝▽ｆ ｘｋ( ) ，αｋ＞０ 是由某线搜索获得的步长，βｋ 是一个参数。
为了建立共轭梯度法的全局收敛性，选取强 Ｗｏｌｆｅ 线搜索：

ｆ（ｘｋ ＋ αｋｄｋ） ≤ ｆ（ｘｋ） ＋ δαｋｇｋ
Ｔｄｋ （４）

ｇ ｘｋ ＋ αｋｄｋ( ) Ｔｄｋ ≤ σ ｇＴ
ｋ ｄｋ （５）

在文献［１］中，Ｄａｉ 和 Ｌｉａｏ 利用修正共轭条件的方法提出新共轭梯度法，其参数 βｋ 的形式：

βＤＬ ＝
ｇＴ
ｋ ｙｋ－１

ｄＴ
ｋ－１ｙｋ－１

－ ｔ
ｇＴ
ｋ ｓｋ－１

ｄＴ
ｋ－１ｙｋ－１

（６）

其中 ｓｋ－１ ＝ ｘｋ－ｘｋ－１。
在文献［２］中，Ｓａｍａｎ Ｂａｂａｉｅ⁃Ｋａｆａｋｉ 和 Ｒｅｚａ Ｇｈａｎｂａｒｉ 利用条件数，求解了 ＤＬ 法中参数 ｔ，获得两种新的

共轭梯度法 Ｍ１ 和 Ｍ２，其选取的参数 ｔ 分别为

ｔＭ１
ｋ ＝

ｓＴｋ ｙｋ

ｓｋ ２
＋

ｙｋ

ｓｋ
和 ｔＭ２

ｋ ＝
ｙｋ

ｓｋ
　 　 在文献［３］中，Ｚｈｏｕ ＷｅｉＪｕｎ 和 Ｚｈａｎｇ Ｌｉ 利用割线条件修正 ＤＬ 法，获得新的 ＺＺ 法，其 βｋ 的形式：

βＺＺ ＝
ｇＴ
ｋ ｚｋ－１

ｄＴ
ｋ－１ｚｋ－１

－ ｔ
ｇＴ
ｋ ｓｋ－１

ｄＴ
ｋ－１ｚｋ－１

（７）



其中 ｚｋ－１ ＝ ｙｋ－１＋Ｃ ｇｋ－１
ｒｓｋ－１。 Ｃ＞０，ｒ＞０。

受以上启发，利用条件数求解 ＺＺ 法中参数 ｔ，分别获得如下两种 ｔ 的取值：

ｔＭＺ１
ｋ ＝

ｓＴｋ ｚｋ
ｓｋ ２

＋
ｚｋ
ｓｋ

（８）

ｔＭＺ２
ｋ ＝

ｚｋ
ｓｋ

（９）

其中 ｚｋ－１ ＝ ｙｋ－１＋Ｃ ｇｋ－１
ｒｓｋ－１。 Ｃ＞０，ｒ＞０。 把式（７）－（８）称做 ＭＺ１ 法，把式（７）－（９）称作 ＭＺ２ 法。

１　 ＭＺ１ 法与 ＭＺ２ 法的全局收敛性

假设 １：（１） 水平集 Ω＝ ｘ∈Ｒｎ ｆ ｘ( ) ≤ｆ ｘ０( ){ }有界，其中 ｘ０∈Ｒｎ 为初始点。

（２） ｆ 在水平集 Ω 的一个领域 Ｎ 内连续可微，且其梯度 ｇ 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ 连续，即存在常数 Ｌ＞０，使得

ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ） ≤Ｌ ｘ－ｙ ，∀ｘ，ｙ∈Ｎ。
由假设 １ 中（２）可知 ｇｋ ≤γ。

假设 ＭＺ１ 法与 ＭＺ２ 法的搜索方向满足下降条件：ｇＴ
ｋ ｄｋ＜０

引理 １［４］ 　 若假设 Ａ 成立。 考虑迭代格式为（２）－（３）的共轭梯度法，其中 ｄｋ 满足下降条件，αｋ 满足强

Ｗｏｌｆｅ 线搜索。 如果


∞

ｋ ＝ ０

１
ｄｋ

２ ＜ ＋ ∞ （１０）

则

ｌｉｍｉｎｆ
ｋ→∞

ｇｋ ＝ ０ （１１）

　 　 定理 １　 若假设 １ 成立。 分别考虑共轭梯度法 ＭＺ１ 法与 ＭＺ２ 法。 两种方法中满足下降条件，满足强

Ｗｏｌｆｅ 线搜索。 则 ＭＺ１ 法与 ＭＺ２ 法均对一般函数有全局收敛性。
证明：根据引理 １，只需要证明 ＭＺ１ 法与 ＭＺ２ 法中 ｄｋ 有界，那么则 ＭＺ１ 法与 ＭＺ２ 法均对一般函数有全

局收敛性。 因为 ＭＺ１ 法和 ＭＺ２ 法中满足下降条件，因此 ｄｋ≠０。 下面运用反正法证明 ＭＺ１ 法与 ＭＺ２ 法中

有界。
假设 ＭＺ１ 法与 ＭＺ２ 法均对一般函数不具有全局收敛性，则存在常数 ε＞０，使得 ｇｋ ≥ε 对任意 ｋ 成立。

根据式（５）、（７），有
ｓＴｋ－１ｚｋ－１ ＞ Ｃεｒ ｓｋ－１ ２ （１２）

又根据式（７）和假设 １，有
ｚｋ－１ ≤ （Ｌ ＋ Ｃγｒ） ｓｋ－１ （１３）

　 　 在 ＭＺ１ 法中，根据（２）、（３）、（７）、（１２）、（１３）和假设 １：

ｄｋ ≤ － ｇｋ ＋ βＭＺ１
ｋ ｄｋ－１ ＝ － ｇｋ ＋

ｇＴ
ｋ ｚｋ－１

ｓＴｋ－１ｚｋ－１
－ ｔＭＺ１

ｋ

ｇＴ
ｋ－１ｚｋ－１
ｓＴｋ－１ｚｋ－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｋ－１ ≤

γ ＋
γ（Ｌ ＋ Ｃγｒ） ｓｋ－１

Ｃεｒ ｓｋ－１ ２
＋ ２γ（Ｌ ＋ Ｃγｒ）

γ（Ｌ ＋ Ｃγｒ） ｓｋ－１
Ｃεｒ ｓｋ－１ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｓｋ－１ ≤

γ ＋ （１ ＋ ２γ（Ｌ ＋ Ｃγｒ）） γ（Ｌ ＋ Ｃγｒ）
Ｃεｒ

因此根据引理 １，ＭＺ１ 法对一般函数有全局收敛性。 ＭＺ２ 法，同理可证得对一般函数的全局收敛性。 因此省

略对 ＭＺ２ 法的全局收敛性证明过程。 定理证明完毕。
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２　 数值试验

现比较 ＭＺ１ 法，ＭＺ２ 法，ＺＺ 法与 ＤＬ 法的数值效果，测试问题取自于文献［５］。 测试问题的维数为

２～５ ０００ 维。 在所有的共轭梯度法计算中，步长 αｋ 通过强 Ｗｏｌｆｅ 线搜索获得，其中强 Ｗｏｌｆｅ 线搜索的参数

δ＝ ０．０１，σ＝ ０．１。 ＤＬ 法中参数 ｔ＝ ０．１。 ＭＺ１ 法，ＭＺ２ 法，和 ＺＺ 法中参数 Ｃ＝ ０．００１，并且如果 ｇｋ ≥１ 时 ｒ ＝ １，
否则 ｒ＝ ３。 这些方法在配置为 １．８６ ＧＨｚ ＣＰＵ ，２．５ ＧＢ ＲＡＭ，Ｗｉｎｄｏｗｓ ７ 操作系统的联想 Ｚ４６０ 笔记本电脑上

用 ＭＡＴＬＡＢ ７．０．１ 软件测试数值有效性。 算法中的终止条件有两个：如果 ｆ（ｘｋ－１） ＞１０－６，第一个终止条件为

ｆ（ｘｋ－１）－ｆ（ｘｋ）
ｆ（ｘｋ－１）

≤１０－６，否则第一个终止条件为 ｆ（ｘｋ－１）－ｆ（ｘｋ） ≤１０－６；如果迭代次数大于 １ ０００ 次。 绘制

图 １、２、３、４ 来显示 ＭＺ１ 法、ＭＺ２ 法、ＺＺ 法、ＤＬ 法的数值结果。 同时绘制表一显示 ＭＺ１ 法、ＭＺ２ 法、ＺＺ 法、ＤＬ
法的相对有效性。

通过图 １、２、３、４ 和表 １ 可知，ＭＺ１ 法在函数计算次数，梯度计算次数，迭代次数，时间上均好于其他几种

方法。
表 １　 ＭＺ１ 法、ＭＺ２ 法、ＺＺ 法、ＤＬ 法的相对有效性

ＤＬ ＺＺ ＭＺ１ ＭＺ２

１．０００ ０ ０．９２２ ３ ０．８４７ ７ ０．８６６ ０

图 １　 函数计算次数 图 ２　 梯度计算次数

图 ３　 迭代次数 图 ４　 ＣＰＵ 时间
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