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　 　 摘　 要：多数“线性代数”教材都是从排列的概念和性质引入行列式，按照这一顺序组织教学，教员需大

量时间讨论排列的相关知识，学员容易忽视行列式计算的重要性．针对行列式教学中的常见问题，从展开角

度讨论了行列式有关性质的证明，并分析了教学实施的具体效果．
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行列式在大学数学教学和应用中不是很多，即使在“线性代数”的后续章节中也只是在求逆阵和特征值

中有所应用．但是多数教材［１－４］的编写均从排列的逆序数和对换开始，从二阶、三阶行列式推广到 ｎ 阶行列

式．行列式作为数表的一种复杂运算，具有特殊的抽象性和不易板书等特点．从教的方面看，严格按照教材编

写顺序进行讲授，需要耗费较多学时研究排列、对换等概念，从学的方面看，学员将精力投入到排列的逆序

和对换性质上，容易忽略行列式计算的重要性，而且不易把握章节主线．如果从行列式的展开给出其定义，获
得运算性质，最后给出在线性方程组中的应用，学员容易从定义———性质———应用把握教学主线，更重要地

是能节省时间补充其他例如高阶行列式的计算技巧等知识．以此顺序组织行列式教学，主要问题在于有关性

质的证明．曾有文献从归纳角度给出了部分证明［５］，但从展开角度可以更为简单地证明行列式的主要性质．

１　 基本概念

首先给出一些预备性的概念，形如

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｎ
︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

称为 ｎ 阶行列式．ｎ 阶行列式实质是数表的一种复杂运算，其中 · 为运算符．在 ｎ 阶行列式中，把 ａｉｊ所在的

第 ｉ 行和第 ｊ 列划去后，留下来的 ｎ－１阶行列式叫做 ａｉｊ的余子式，记作Ｍｉｊ；而把（－１） ｉ＋ｊＭｉｊ称为 ａｉｊ的代数余子

式，并记作 Ａｉｊ ．
行列式等于它的任一行（列）的各元素与其对应的代数余子式的乘积之和，即

Ｄ ＝ ａｉ１Ａｉ１ ＋ ａｉ２Ａｉ２ ＋ … ＋ ａｉｎＡｉｎ 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） （１）
Ｄ ＝ ａ１ｊＡ１ｊ ＋ ａ２ｊＡ２ｊ ＋ … ＋ ａｎｊＡｎｊ 　 （ ｊ ＝ １，２，…，ｎ） （２）

　 　 从上面可以看出，ｎ 阶行列式可以通过逐步降阶至二阶行列式获得运算结果，根据这一定义，可以证明



以下重要性质．

２　 性质的证明

行列式的性质较多，可以分为两大类：运算规则类和特殊求解类．在运算规则方面，主要是“转置倍加值

不变、交换两行（列）要变号、行（列）公因子可提”，在特殊求解方面，主要是“零行（列）等于零、成比例等于

零” ．下面仅针对重要性质，从展开角度进行证明．
性质 １　 如果行列式中有一行（列）元素全为 ０，则该行列式等于 ０．
证明　 由定义，直接取 ０行展开，则易得该行列式等于 ０．
性质 ２　 如果行列式中有一行（列）上元素有公因子，则公因子可以提出．
证明　 不妨记

Ｄ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
︙ ︙ ︙
ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

，Ｄ′ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
︙ ︙ ︙
ｋａｉ１ ｋａｉ２ … ｋａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

按照定义，对 Ｄ′按照第 ｉ 行展开，即 Ｄ′＝ ｋａｉ１Ａｉ１＋ｋａｉ２Ａｉ２＋…＋ｋａｉｎＡｉｎ，其中 Ａｉｊ（ ｊ＝ １，２，…，ｎ）是元素 ｋａｉｊ在行列式

Ｄ′中的代数余子式，不难发现元素 ａｉｊ在行列式 Ｄ 中的代数余子式与元素 ｋａｉｊ在行列式 Ｄ′中的代数余子式相

同．因此，Ｄ′＝ ｋ（ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋…＋ａｉｎＡｉｎ）＝ ｋＤ．
性质 ３　 行列式转置值不变，即 Ｄ＝ＤＴ ．
证明　 为简单起见，不妨记转置前后的行列式分别为

Ｄｎ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
︙ ︙ … ︙
ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

︙ ︙ … ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

，ＤＴｎ ＝

ａ１１ … ａｉ１ … ａｎ１

ａ１２ … ａｉ２ … ａｎ２

︙ ︙ ︙
ａ１ｎ … ａｉｎ … ａｎｎ

（数学归纳法）对二阶行列式和三阶行列式，不难验证是成立的．
假设 ｎ－１阶行列式成立，即 Ｄｎ－１ ＝ＤＴｎ－１，下面考察 Ｄｎ ．
对 Ｄｎ 在第 ｉ 行展开，得 Ｄｎ ＝ ａｉ１Ａｉ１ ＋ａｉ２Ａｉ２ ＋…＋ａｉｎＡｉｎ，而对 ＤＴｎ 在第 ｉ 列展开，ＤＴｎ ＝ ａｉ１Ａ′ｉ１ ＋ａｉ２Ａ′ｉ２ ＋…＋ａｉｎ

Ａ′ｉｎ，注意到 Ａ′ｉｋ是 Ａｉｋ的转置行列式（ｋ＝ １，２，…，ｎ），且阶数为 ｎ－１．
由假设有 Ａ′ｉｋ ＝Ａｉｋ（ｋ＝ １，２，…，ｎ），从而有 Ｄｎ ＝ＤＴｎ ．
性质 ４　 交换行列式的两行（列），行列式变号．
证明　 ① 首先考察交换相邻两行第 ｉ 行和第 ｉ＋１行的情形．不妨记交换前后的行列式分别为

Ｄ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
︙ ︙ ︙
ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

ａｉ ＋１，１ ａｉ ＋１，２ … ａｉ ＋１，ｎ

︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

，Ｄ′ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
︙ ︙ ︙

ａｉ ＋１，１ ａｉ ＋１，２ … ａｉ ＋１，ｎ

ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

对 Ｄ′按照第 ｉ＋１行展开，得 Ｄ′＝ａｉ１Ａｉ＋１，１＋ａｉ２Ａｉ＋１，２＋…＋ａｉｎＡｉ＋１，ｎ ．其中，
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Ａｉ ＋１，ｋ ＝ （ － １） ｉ ＋１＋ｋ

ａ１１ ａ１２ … ａ１，ｋ－１ ａ１，ｋ＋１ … ａ１ｎ
︙ ︙ … ︙ ︙ … ︙

ａｉ －１，１ ａｉ －１，２ … ａｉ －１，ｋ－１ ａｉ －１，ｋ＋１ … ａｉ －１，ｎ

ａｉ ＋１，１ ａｉ ＋１，２ … ａｉ ＋１，ｋ－１ ａｉ ＋１，ｋ＋１ … ａｉ ＋１，ｎ

ａｉ ＋２，１ ａｉ ＋２，２ … ａｉ ＋２，ｋ－１ ａｉ ＋２，ｋ＋１ … ａｉ ＋２，ｎ

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎ，ｋ－１ ａｎ，ｋ＋１ … ａｎｎ

（ｋ ＝ １，２，…，ｎ）

对 Ｄ 按第 ｉ 行展开，得 Ｄ＝ａｉ１Ａｉ１＋ａｉ２Ａｉ２＋…＋ａｉｎＡｉｎ，这里

Ａｉｋ ＝ （ － １） ｉ ＋ｋ

ａ１１ ａ１２ … ａ１，ｋ－１ ａ１，ｋ＋１ … ａｎｎ

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
ａｉ －１，１ ａｉ －１，２ … ａｉ －１，ｋ－１ ａｉ －１，ｋ＋１ … ａｉ －１，ｎ

ａｉ ＋１，１ ａｉ ＋１，２ … ａｉ ＋１，ｋ－１ ａｉ ＋１，ｋ＋１ … ａｉ ＋１，ｎ

ａｉ ＋２，１ ａｉ ＋２，２ … ａｉ ＋２，ｋ－１ ａｉ ＋２，ｋ＋１ … ａｉ ＋２，ｎ

︙ ︙ ︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎ，ｋ－１ ａｎ，ｋ＋１ … ａｎｎ

（ｋ ＝ １，２，…，ｎ）

显然，Ａｉ＋１，ｋ ＝ －Ａｉ，ｋ（ｋ＝ １，２，…，ｎ），代入 Ｄ′＝ａｉ１Ａｉ＋１，１＋ａｉ２Ａｉ＋１，２＋…＋ａｉｎＡｉ＋１，ｎ，得
Ｄ′ ＝ － ａｉ１Ａｉ，１ － ａｉ２Ａｉ，２ － … － ａｉｎＡｉ，ｎ ＝ － （ａｉ１Ａｉ，１ ＋ ａｉ２Ａｉ，２ ＋ … ＋ ａｉｎＡｉ，ｎ） ＝ － Ｄ

　 　 ② 下面考察交换不相邻的第 ｉ 行和第 ｊ 行的情形（不妨设 ｉ＜ｊ） ．显然，交换第 ｉ 行和第 ｊ 行可通过相邻交

换实现．首先将 Ｄ′中第 ｉ 行换至第 ｊ－１行，需要相邻交换 ｊ－ｉ－１次，再将第 ｊ－１行和第 ｊ 行互换一次，最后将第

ｊ－１行依次换至第 ｉ 行，同样需要进行 ｊ－ｉ－１次相邻交换，从而共进行了 ２（ ｊ－ｉ－１）＋１次相邻交换即可获得 Ｄ，
有 Ｄ′＝（－１） ２（ ｊ－ｉ－１）＋１Ｄ＝ －Ｄ．

综上①②可得 Ｄ′＝ －Ｄ．
性质 ５　 行列式中某行（列）元素与另一行（列）对应元素的代数余子式乘积之和等于 ０．
证明　 不妨记

Ｄ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
︙ ︙ ︙
ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａ ｊ１ ａ ｊ２ … ａ ｊｎ

︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

显然，Ｄ＝ａ ｊ１Ａ ｊ１＋ａ ｊ２Ａ ｊ２＋…＋ａ ｊｎＡ ｊｎ，并记为 ｆ（ａ ｊ１，ａ ｊ２，…，ａ ｊｎ） ．
考察 ｆ（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ），一方面 ｆ（ａｉ１，ａｉ２，…，ａｉｎ）＝ ａｉ１Ａ ｊ１＋ａｉ２Ａ ｊ２＋…＋ａｉｎＡ ｊｎ，另一方面由

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
︙ ︙ ︙
ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

＝ ０
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得 ａｉ１Ａ ｊ１＋ａｉ２Ａ ｊ２＋…＋ａｉｎＡ ｊｎ ＝ ０．
　 　 性质 ６　 把行列式中某行（列）元素的 ｋ 倍加到另一行（列）对应的元素上去，行列式的值不变．

证明　 不妨记原行列式和倍加后的行列式分别为

Ｄ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
︙ ︙ ︙
ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａ ｊ１ ａ ｊ２ … ａ ｊｎ

︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

，Ｄ′ ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｎ
︙ ︙ ︙
ａｉ１ ａｉ２ … ａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａ ｊ１ ＋ ｋａｉ１ ａ ｊ２ ＋ ｋａｉ２ … ａ ｊｎ ＋ ｋａｉｎ

︙ ︙ ︙
ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｎ

显然

Ｄ′ ＝ （ａ ｊ１ ＋ ｋａｉ１）Ａ ｊ１ ＋ （ａ ｊ２ ＋ ｋａｉ２）Ａ ｊ２ ＋ … ＋ （ａ ｊｎ ＋ ｋａｉｎ）Ａ ｊｎ ＝

ａ ｊ１Ａ ｊ１ ＋ ａ ｊ２Ａ ｊ２ ＋ … ＋ ａ ｊｎＡ ｊｎ ＋ ｋ（ａｉ１Ａ ｊ１ ＋ ａｉ２Ａ ｊ２ ＋ … ＋ ａｉｎＡ ｊｎ） ＝

Ｄ ＋ ｋ（ａｉ１Ａ ｊ１ ＋ ａｉ２Ａ ｊ２ ＋ … ＋ ａｉｎＡ ｊｎ）
　 　 据性质 ５，易得 Ｄ′＝Ｄ．

３　 结　 论

在讲授“线性代数”课程的行列式时，从展开角度分析二阶行列式和三阶行列式，并猜想 ｎ 阶行列式的

类似结论．在给出 ｎ 阶行列式展开结论的基础上，顺利完成了诸性质的证明，并通过性质给出了行列式计算

的化上三角形方法，最后简单介绍了行列式在求解线性方程组中的具体应用———Ｃｒａｍｅｒ法则．与以往教法相

比，学员在性质理解上摒弃了逆序数等琐碎概念带来的困扰，另一方面，在学时上从以往的 ８ 学时授课减少

到 ４学时授课，节约的学时组织学员进行课堂演练和高阶行列式计算技巧的研讨，获得了事半功倍的教学

效果．
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ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ．Ｉｔ ｔａｋｅ ｌｏｔｓ ｏｆ ｔｉｍｅ ｆｏｒ ｔｅａｃｈｅｒｓ ｔｏ ｅｘｐｌａｉｎ ｔｈｅ ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ ｏｆ ｐｅｒｍｕｔａｔｉｏｎ ａｎｄ ｉｔ ｉｓ ｅａｓｙ ｆｏｒ ｓｔｕｄｅｎｔｓ ｔｏ
ｉｇｎｏｒｅ ｔｈｅ ｉｍｐｏｒｔａｎｃｅ ｏｆ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔ ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．Ａｉｍｉｎｇ ａｔ ｓｕｃｈ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｎ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔ ｔｅａｃｈｉｎｇ，ｓｏｍｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ
ａｒｅ ｐｒｏｖｅｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｅｘｐａｎｄｉｎｇ ａｌｏｎｇ ｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔ ｒｏｗ （ｃｏｌｕｍｎ） ａｎｄ ｓｏｍｅ ｔｅａｃｈｉｎｇ ｅｆｆｅｃｔｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｌｉｎｅａｒ ａｌｇｅｂｒａ； ｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔ； ｅｘｐａｎｄｉｎｇ； ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ

７６第 ７期 赵伟舟，等：基于行（列）展开的行列式性质证明




