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　 　 摘　 要：利用拉格朗日函数 Ｌ－次微分的方法， 给出了双值约束的三次极小化问题的全局最优性充分条

件， 而且得到了此类三次规划问题在一些特殊情况下的结果，与已有文献中的相应结论是一致的；同时给出

例子说明给出的最优性条件能有效用于确定给定的三次极小化问题的全局极小值；所得结果改进和推广了

相关文献中的相应结果．
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１　 基础知识

三次规划问题有许多实际应用， 比如金融、 农业、组合证券投资选择等方面［１－３］ ． 吴至友［４－５］等人提出

了一种研究全局最优性条件的新方法—Ｌ⁃次微分法来对一些特殊的非凸二次规划问题的全局最优性充分条

件进行研究，并得到了一些初步的研究成果． Ｌ⁃次微分与一般凸函数的次微分不同， 一般凸函数的次微分是

由一些线性函数组成的集合， 而 Ｌ⁃次微分可能是由一些非线性函数组成的集合．２０１０ 年， Ｗａｎｇ 等在文献

［６］中利用文献［５］中所提出的抽象次微分为工具， 建立了带箱子或二元约束的三次规划问题的全局最优

性充分和必要条件；２０１２年， Ｚｈａｎｇ等在文献［７］中研究了一些带箱子或二元约束的一类特殊三次极小化问

题的全局最优性充分条件．此处利用拉格朗日函数和 Ｌ⁃次微分的方法， 给出了双值约束的三次极小化问题

的全局最优性充分条件， 而且得到了此类三次规划问题在一些特殊情况下的结果，此结果与文献［７］中的相

应结论是一致的． 同时给出例子说明给出的最优性条件能有效地用于确定给定的三次极小化问题的全局极

小值， 所得结果改进和推广了文献［７］中的相应结果．
考虑如下三次规划问题：

（ＢＣＰ）　 ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ ｂＴｘ３ ＋ １
２
ｘＴＡｘ ＋ ａＴｘ

ｓ．ｔ．　 ｇｉ（ｘ） ＝
１
２
ｘＴＡｉｘ ＋ ｘＴａｉ ＋ ｃｉ ≤ ０，ｉ∈ Ｉ

ｈ ｊ（ｘ） ＝
１
２
ｘＴＡ ｊｘ ＋ ｘＴａ ｊ ＋ ｃｊ ＝ ０，ｊ∈ Ｊ

ｘ∈ Ｓ ＝ ｛（ｘ１，…，ｘｎ） Ｔ ｜ ｘｉ ∈ ｛ｕｉ，ｖｉ｝，ｉ∈ Ｎ｝
　 　 其中 ｕｉ，ｖｉ∈Ｒ，ｕｉ＜ｖｉ，ｉ＝ １，２，…，ｎ，ｂ＝（ｂ１，…，ｂｎ） Ｔ∈Ｒｎ，ａ∈Ｒｎ，Ａ∈Ｓｎ，Ｓｎ 是所有 ｎ×ｎ 对称矩阵的集合，



ｘ３ ＝（ｘ３１，…，ｘ３ｎ） ． 为了方便讨论，不妨令 Ｎ＝｛１，２，…，ｎ｝，Ｉ＝｛１，２，…，ｍ｝，Ｊ＝｛ｍ＋１，…，ｍ＋ｐ｝ ．
在文中，令 Ｌ 为一些特殊的三次函数组成的集合：

Ｌ ＝ ｛ｂＴｘ３ ＋ １
２
ｘＴＱｘ ＋ βＴｘ Ｑ＝ ｄｉａｇ（ｑ１，…，ｑｎ），ｑｉ ∈ Ｒ，β∈ Ｒｎ｝

对于问题（ＢＣＰ），ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ） Ｔ∈Ｓ，Ｑ＝ｄｉａｇ（ｑ１，…，ｑｎ），ｑｉ∈Ｒ，ｉ＝ １，…，ｎ， 定义

ｘ ｉ ＝
－ １， 当 ｘｉ ＝ ｕｉ

１， 当 ｘｉ ＝ ｖｉ

æ

è

ç
ç

ｘ ＝ ｄｉａｇ（ｘ １，…，ｘ ｎ）
对给定的 λ＝（λ１，…，λｍ） Ｔ∈Ｒｍ

＋ ，μ＝（μ１，…，μｐ） Ｔ∈Ｒｐ，令

Ｈλ，μ ＝ Ａ ＋􀰐
ｉ∈Ｉ

λ ｉＡｉ ＋􀰐
ｊ∈Ｊ

μ ｊＡ ｊ

ｂλ，μ ＝ ａ ＋􀰐
ｉ∈Ｉ

λ ｉａｉ ＋􀰐
ｊ∈Ｊ

μ ｊａ ｊ

Ｆλ，μ（ｘ） ＝ ｂＴｘ３ ＋ １
２
ｘＴＨλ，μｘ ＋ ｂＴλ，μｘ ＋􀰐

ｉ∈Ｉ
λ ｉｃｉ ＋􀰐

ｊ∈Ｊ
ｕ ｊｃｊ

２　 主要结果

命题 １　 设 Ｆλ，μ（ｘ）＝ ｂＴｘ３＋
１
２
ｘＴＨλ，μｘ＋ｂＴλ，μｘ＋􀰐ｉ∈Ｉ

λ ｉｃｉ＋􀰐ｊ∈Ｊ
ｕ ｊｃｊ，ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）∈Ｒｎ，λ∈Ｒｍ

＋ ，μ∈Ｒｐ，则

∂ＬＦλ，μ（ｘ） ＝ ｛ｂＴｘ３ ＋
１
２
ｘＴＱｘ ＋ ｘＴβ ｜ Ｈλ，μ － Ｑ≥ ０，β ＝ ｂλ，μ ＋ （Ｈλ，μ － Ｑ）ｘ，Ｑ ＝ ｄｉａｇ（ｑ），ｑ∈ Ｒｎ｝

　 　 特别地， 当 ｕｉ ＝ １，ｖｉ ＝ －１时， （ＢＣＰ）问题可以转化成如下二次规划问题求解全局最优值．

（ＢＣＰ１）　 ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ １
２
ｘＴＡｘ ＋ （ａ ＋ ｂ） Ｔｘ

ｓ．ｔ．　 ｇｉ（ｘ） ＝
１
２
ｘＴＡｉｘ ＋ ｘＴａｉ ＋ ｃｉ ≤ ０，ｉ∈ Ｉ

ｈ ｊ（ｘ） ＝
１
２
ｘＴＡ ｊｘ ＋ ｘＴａ ｊ ＋ ｃｊ ＝ ０，ｊ∈ Ｊ

ｘ∈ Ｓ ＝ ｛（ｘ１，…，ｘｎ） Ｔ ｜ ｘｉ ∈ ｛ － １，１｝，ｉ∈ Ｎ｝
对给定的 λ＝（λ１，…，λｍ） Ｔ∈Ｒｍ

＋ ，μ＝（μ１，…，μｐ） Ｔ∈Ｒｐ，令

Ｈλ，μ ＝ Ａ ＋􀰐
ｉ∈Ｉ

λ ｉＡｉ ＋􀰐
ｊ∈Ｊ

μ ｊＡ ｊ

ｂλ，μ ＝ ａ ＋ ｂ ＋􀰐
ｉ∈Ｉ

λ ｉａｉ ＋􀰐
ｊ∈Ｊ

μ ｊａ ｊ

Ｆλ，μ（ｘ） ＝
１
２
ｘＴＨλ，μｘ ＋ ｂＴλ，μｘ ＋􀰐

ｉ∈Ｉ
λ ｉｃｉ ＋􀰐

ｊ∈Ｊ
ｕ ｊｃｊ

　 　 在下面的证明中令 Ｌ 为如下二次函数组成的集合：

Ｌ ＝ ｛ １
２
ｘＴＱｘ ＋ βＴｘ Ｑ＝ ｄｉａｇ（ｑ１，…，ｑｎ），ｑｉ ∈ Ｒ，β∈ Ｒｎ｝

　 　 引理 １　 设 Ｆλ，μ（ｘ）＝
１
２
ｘＴＨλ，μｘ＋ｂＴλ，μｘ＋􀰐ｉ∈Ｉ

λ ｉｃｉ＋􀰐ｊ∈Ｊ
ｕ ｊｃｊ，ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ）∈Ｒｎ，λ∈Ｒｍ

＋ ，μ∈Ｒｐ，则

∂ＬＦλ，μ（ｘ） ＝ ｛
１
２
ｘＴＱｘ ＋ ｘＴβ Ｈλ，μ － Ｑ≥ ０，β ＝ ｂλ，μ ＋ （Ｈλ，μ － Ｑ）ｘ，Ｑ ＝ ｄｉａｇ（ｑ），ｑ∈ Ｒｎ｝
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　 　 由引理 １可以得到下面关于问题（ＢＣＰ１）的全局最优性充分条件．
定理 １　 设 ｘ＝（ｘ１，…，ｘｎ） Ｔ∈Ｓ，若存在 λ∈Ｒｍ

＋ ，μ∈Ｒｐ，以及对角矩阵 Ｑ ＝ ｄｉａｇ（ｑ１，…，ｑｎ），ｑｉ∈Ｒ，ｉ ＝ １，
２，…，ｎ 满足 λ ｉｇｉ（ｘ）＝ ０，ｉ∈Ｉ，Ｈλ，μ－Ｑ≥０． 对任意的 ｘ∈Ｓ，若 ｘ（Ｈλ，μｘ＋ｂλ，μ）≤Ｑ 成立， 则 ｘ 是问题（ＢＣＰ１）的
一个全局极小值点．

证明　 设 ｌ（ｘ）＝ １
２
ｘＴＱｘ＋βＴｘ，β＝（Ｈλ，μ－Ｑ）ｘ＋ｂλ，μ，由 Ｌ－次微分的定义， ｌ（ｘ）∈∂ＬＦ（ｘ），可得

Ｆ（ｘ） － Ｆ（ｘ） ≥ ｌ（ｘ） － ｌ（ｘ），∀ｘ∈ Ｒｎ

显然当 ｌ（ｘ）－ｌ（ｘ）≥０，∀ｘ∈Ｓ 时， ｘ 是问题（ＢＣＰ１）的一个全局极小值点．
由 ｌ（ｘ）的定义有

ｌ（ｘ） － ｌ（ｘ） ＝􀰐
ｎ

ｉ ＝ １

ｑｉ

２
（ｘｉ － ｘｉ） ２ ＋ （Ｈλ，μｘ ＋ ｂλ，μ）（ｘ － ｘ）

从而 ｌ（ｘ）－ｌ（ｘ）≥０当且仅当
ｑｉ

２
（ｘｉ－ｘｉ） ２＋（Ｈλ，μｘ＋ｂλ，μ） ｉ（ｘｉ－ｘｉ）≥０，ｉ＝ １，２，…，ｎ． 当定理 １中条件成立时，有

ｘｉ（Ｈλ，μｘ ＋ ｂλ，μ） ｉ ≤ ｑｉ

下面对分 ３种情况讨论

（Ｉ） 当 ｘｉ ＝ ｘｉ 时，
ｑｉ

２
（ｘｉ－ｘｉ） ２＋（Ｈλ，μｘ＋ｂλ，μ） ｉ（ｘｉ－ｘｉ）≥０成立．

（ＩＩ） 当 ｘｉ ＝ －１，ｘｉ ＝ １，由定理 １有 ｘｉ（Ｈλ，μｘ＋ｂλ，μ） ｉ≤ｑｉ， 则

（Ｈλ，μｘ ＋ ｂλ，μ） ｉ ＋ ｑｉ ≥ ０

由 ｘｉ，ｘｉ 的取值可得

ｑｉ

２
（ｘｉ － ｘｉ） ２ ＋ （Ｈλ，μｘ ＋ ｂλ，μ） ｉ（ｘｉ － ｘｉ） ≥ ０

　 　 （ＩＩＩ） 当 ｘｉ ＝ －１，ｘｉ ＝ －１，由定理 １有 ｘｉ（Ｈλ，μｘ＋ｂλ，μ） ｉ≤ｑｉ， 则

（Ｈλ，μｘ ＋ ｂλ，μ） ｉ － ｑｉ ≤ ０

由 ｘｉ，ｘｉ 的取值可得

ｑｉ

２
（ｘｉ － ｘｉ） ２ ＋ （Ｈλ，μｘ ＋ ｂλ，μ） ｉ（ｘｉ － ｘｉ） ≥ ０

综上所述， 当定理 １中条件成立时， ｘ 是问题（ＢＣＰ１）的一个全局极小值点．
例 １　

ｍｉｎ ｆ（ｘ） ＝ － ｘ３１ ＋ ｘ２１ ＋ ｘ１ｘ２ ＋ ｘ２２ － １２ｘ１ ＋
１
２
ｘ２

ｓ．ｔ．　 ｇ１（ｘ） ＝ ｘ２１ －
１
２
ｘ２２ ＋ ｘ１ － ｘ２ －

１
２
≤ ０

ｈ２（ｘ） ＝ ｘ２１ ＋ ｘ２２ － ｘ１ － ｘ２ ＝ ０
ｘ∈ Ｓ ＝ ｛ － １，１｝ × ｛ － １，１｝

　 　 解　 由题可知 Ａ＝
１ １

２
１
２

１

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，ａ＝
－１２
１
２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，Ａ１ ＝

２ ０
０ －１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ａ１ ＝

１
－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，Ａ２ ＝

２ ０
０ ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，ａ２ ＝

－１
－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，取 λ ＝ ２，μ ＝ ２，

ｘ＝（１，１） Ｔ，则对任意的 ｘｉ∈Ｓ，ｂｉ（ｘｉ－ｘｉ）≥０，ｉ＝ １，２，Ｑ＝ ｄｉａｇ（２，１），则有Ｈλ，μ ＝Ａ＋λＡ１＋μＡ２ ＝
９ １

２
１
２

３

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，ｂλ，μ ＝
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ａ＋λａ１＋μａ２ ＝
－１２

－ ７
２

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，于是有 Ｈλ，μｘ＋ｂλ，μ ＝

－ ５
２
０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
．

又 ｘ ＝ｄｉａｇ（１，１）， 因此

ｘ （Ｈλ，μｘ ＋ ｂλ，μ） ＝ （ －
５
２
，０） Ｔ

故 ｘ （Ｈλｘ＋ｂλ）＝ Ｑ 成立，即 ｘ＝（１，１） Ｔ 是全局最优解．
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Ｏｐｔｉｍ， ２０１０， ４７（４）：５８３– ５９５
［７］ ＪＥＹＡＫＵＭＡＲ Ｖ， ＬＥＥ Ｇ Ｍ， ＳＲＩＳＡＴＫＵＮＡＲＡＪＡＨ Ｓ． Ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇ ａ Ｇｌｏｂａｌ Ｍｉｎｉｍｉｚｅｒ ｆｒｏｍ Ｌｏｃａｌ Ｍｉｎｉｍｉｚｅｒｓ ｏｆ Ｑｕａｄｒａｔｉｃ

Ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ Ｍｉｘｅｄ Ｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｊ］． Ｐａｃ Ｊ Ｏｐｔｉｍ， ２０１０（６）：６５⁃７４
［８］ ＬＩ Ｇ Ｑ， ＷＵ Ｚ Ｙ． Ｇｌｏｂａｌ Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ Ｍｉｘｅｄ Ｉｎｔｅｇｅｒ Ｑｕａｄｒａｔｉｃ Ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ Ｐｒｏｂｌｅｍｓ［ Ｊ］． Ｍａｔｈ Ａｐｐｌ， ２０１１，

２４（４）： ８４５⁃８５０
［９］ ＺＨＡＮＧ Ｘ Ｍ， ＷＡＮＧ Ｙ Ｊ ， ＭＡ Ｗ Ｍ． Ｇｌｏｂａｌ Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ Ｓｐｅｃｉａｌ Ｃｕｂｉｃ Ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｐｒｏｂｌｅｍ［Ｊ］．

Ｍａｔｈ Ｐｒｏｂｌ Ｅｎｇ， ２０１２（２０１２）：１⁃１６
［１０］ ＺＨＯＵ Ｘ Ｇ， ＣＡＯ Ｂ Ｙ． Ｎｅｗ Ｇｌｏｂａｌ Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ Ｃｕｂｉｃ Ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ Ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ Ｂｏｘ ｏｒ Ｂｉｖａｌｅｎｔ Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｊ］． Ｐａｃ

Ｊ Ｏｐｔｉｍ， ２０１２（８）：６３１⁃６４７

Ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｇｌｏｂａｌ Ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ Ｓｐｅｃｉａｌ Ｃｕｂｉｃ Ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ
Ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ Ｂｉｖａｌｅｎｔ Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ

ＹＥ Ｍｉｎ
（Ｋａｎｇ Ｊｕ Ｘｉ Ｃｈｅｎｇ Ｐｒｉｍａｒｙ Ｓｃｈｏｏｌ， Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０１３３１， Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｂｙ ｕｓｉｎｇ Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｕｂｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ａｐｐｒｏａｃｈ， ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｐｒｅｓｅｎｔｓ ｓｏｍｅ ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ
ｇｌｏｂａｌ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ａ ｃｕｂｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ ｗｉｔｈ ｂｉｎａｒｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ， ａｎｄ ｉｎ ｓｏｍｅ ｓｐｅｃｉａｌ ｃａｓｅｓ，
ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ａｒｅ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ ｓｏｍｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｎ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ［９］． Ａｎ ｅｘａｍｐｌｅ ｉｓ
ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ ｃａｎ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｌｙ ｂｅ ａｐｐｌｉｅｄ ｔｏ ｉｄｅｎｔｉｆｙｉｎｇ ｇｌｏｂａｌ ｍｉｎｉｍｉｚｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ
ｃｅｒｔａｉｎ ｎｏｎｃｏｖｅｘ ｃｕｂｉｃ ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ ｐｒｏｂｌｅｍ． Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｉｍｐｒｏｖｅ ａｎｄ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｏｎｅｓ ｉｎ ｔｈｅ
ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ［９］．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｂｉｎａｒｙ ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ； ｃｕｂｉｃ ｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ ｐｒｏｂｌｅｍ； Ｌ⁃ｓｕｂｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ； ｓｕｆｆｉｃｉｅｎｔ ｇｌｏｂａｌ ｏｐｔｉｍａｌｉｔｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

１５第 ７期 叶　 敏：双值约束三次规划问题的全局最优性充分条件




