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　 　 摘　 要：给出了一种类型函数极限运算的公式及其在微积分极限计算中的具体应用，应用此极限公式

可以求某些极限运算中参数的值，给出一元函数在某一点连续的充分条件和求一个曲线的渐近线，同时提

供了一个命题的证明方法．
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学好微积分这门课程是学好其他课程的前提，微积分在经济、管理、金融中有着重要的应用［１－４］ ．此处给

出了一种类型函数极限运算的公式及其在微积分极限运算中的具体应用，应用此极限公式可以求某些极限

运算中的参数的值，给出了一元函数在某一点连续性的充分条件和求一个曲线的渐近线等问题，同时给出

了一个命题的证明方法．

１　 主要内容

定理 １　 若ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）
ｈ（ｘ）

＝ ｃ（其中 ｃ 为任意有限实数，即 ｃ≠∞），且ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｈ（ｘ）＝ ０，则有ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝ ０．

证明　 直接证明法：ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）
ｈ（ｘ）

·ｈ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）
ｈ（ｘ）

·ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｈ（ｘ）＝ ｃ·０＝０．

反证法：假设ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）≠０，则ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）
ｈ（ｘ）

＝ ∞ ，与已知条件 ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）
ｈ（ｘ）

＝ ｃ（ ｃ≠∞）矛盾，所以假设不成立，从而

有ｌｉｍ
ｘ→ｘ０

ｇ（ｘ）＝ ０．

注释 １　 在上述定理 １中，可以把条件“ｘ→ｘ０”修改为“ｘ→∞” ．
应用定理 １可以求某些极限运算中的参数的值，给出一元函数在某一点连续性的充分条件和求一个曲

线的渐近线．

例 １　 若ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２＋ａｘ＋ｂ
ｘ－１

＝ ｃ（∀ｃ≠∞），求 ａ，ｂ 的值．

解　 令 ｈ（ｘ）＝ ｘ－１，ｇ（ｘ）＝ ｘ２ ＋ａｘ＋ｂ， 因为ｌｉｍ
ｘ→１

ｈ（ｘ）＝ ０， 所以由定理 １ 可以得ｌｉｍ
ｘ→１

ｇ（ ｘ）＝ １＋ａ＋ｂ ＝ ０⇒

ａ＝ －ｂ－１，ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２＋ａｘ＋ｂ
ｘ－１

＝ ｌｉｍ
ｘ→１

ｘ２－（ｂ＋１）ｘ＋ｂ
ｘ－１

＝ １－ｂ＝ ｃ， 所以有 ｂ＝ １－ｃ，ａ＝ ｃ－２．

例 ２　 已知 ｌｉｍ
ｘ→∞
（ ｆ（ｘ）－ａｘ－ｂ）＝ ｃ（ｃ 为任意有限实数），求 ａ，ｂ．



解　 ｌｉｍ
ｘ→∞
（ ｆ（ｘ）－ａｘ－ｂ）＝ ｌｉｍ

ｘ→∞

ｆ（ｘ）－ａｘ－ｂ
ｘ
１
ｘ

＝ ｃ． 令 ｈ（ｘ）＝ １
ｘ
，ｇ（ｘ）＝ ｆ（ｘ）

－ａｘ－ｂ
ｘ

，且 ｌｉｍ
ｘ→∞

ｈ（ｘ）＝ ０．由定理 １ 得

ｌｉｍ
ｘ→∞

ｇ（ｘ）＝ ０． 从而 ａ＝ ｌｉｍ
ｘ→∞

ｆ（ｘ）
ｘ
，ｂ＝ ｌｉｍ

ｘ→∞
［ ｆ（ｘ）－ａｘ－ｃ］ ．

例 ３　 若函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处的左右导数都存在（但不一定相等），即有 ｆ ′－（ｘ０）＝ ｃ１，ｆ ′＋（ｘ０）＝ ｃ２（可以

允许 ｃ１≠ｃ２），则 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 连续．

解　 ｆ ′－（ｘ０）＝ ｃ１ ＝ ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）
ｘ－ｘ０

，令 ｈ（ｘ）＝ ｘ－ｘ０，ｇ（ｘ）＝ ｆ（ｘ） －ｆ（ｘ０），由定理 ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｇ（ｘ）＝ ０⇒ｌｉｍ
ｘ→ｘ－０

ｆ（ｘ）＝

ｆ（ｘ０） ．同理有 ｌｉｍ
ｘ→ｘ＋０

ｆ（ｘ）＝ ｆ（ｘ０） ．由 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 处连续的充要条件知 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 连续．

命题 １［４］ 　 若 ｙ＝ ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）上严格递增（减），且在点 ａ 右连续，则 ｙ ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ）上亦为严格递增

（减），对右端点 ｂ 可以类似讨论．
这个命题在课本中没有给出证明，下面给出一种简单的证明．
证明　 由已知，要证明 ｙ＝ ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ）上亦为严格递增，只要证明对任意的 ｚ∈（ａ，ｂ），有 ｆ（ ｚ） ＞ｆ（ａ）即

可．任取 ｚ∈（ａ，ｂ），由实数的稠密性知，总可以取到 ｘ，ｙ∈（ａ，ｂ），满足 ａ＜ｘ＜ｙ＜ｚ， 由函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）上严

格单调递增知 ｆ（ｘ）＜ｆ（ｙ）＜ｆ（ ｚ）， 令 ｘ→ａ＋，ｙ＝ ｆ（ｘ）在 ａ 右连续知，ｆ（ａ）＝ ｌｉｍ
ｘ→ａ＋

ｆ（ｘ）≤ｆ（ｙ）＜ｆ（ ｚ）⇒ｆ（ａ） ＜ｆ（ ｚ），

这就证明了对任意的 ｚ∈（ａ，ｂ），有 ｆ（ ｚ）＞ｆ（ａ） ． 从而 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ）上亦为严格单调递增．
注释 ２　 从函数的图形上看命题 １显然是成立的，因为若 ｙ ＝ ｆ（ｘ）在（ａ，ｂ）上严格递增，且在点 ａ 右连

续，则保证了函数的图形在点 ａ 没有断开，从而保证了 ｆ（ａ）为函数在［ａ，ｂ）上的最小值，即 ｆ（ｘ）在［ａ，ｂ）上
亦为严格单调递增．

命题 ２　 函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在点 ｘ０ 可导且 ｆ ′（ｘ０） ＞０，则必存在 δ＞０ 使函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ）在 Ｕ（ｘ０，δ）内严格单调

递增．
命题 ２是个假命题，举出下面的一个反例说明命题 ２是不正确的．

例 ４　 分段函数 ｆ（ｘ）＝
ｘ
３
＋ｘ２ｓｉｎ １

ｘ
，ｘ≠０

０，ｘ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï
，当 ｘ≠０时， ｆ ′（ｘ）＝ １

３
＋２ｘｓｉｎ １

ｘ
－ｃｏｓ １

ｘ
，下面计算 ｆ ′（０） ．

因为 ｆ ′（０）＝ ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ（ｘ）－ｆ（０）
ｘ－０

＝ ｌｉｍ
ｘ→０

１
３
＋ｘｓｉｎ １

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １
３
＞０，所以 ｙ ＝ ｆ（ｘ）满足在点 ｘ ＝ ０可导且 ｆ ′（０）＞０， 但是

ｆ ′（ｘ）在 ｘ＝０的任何领域内都不保持相同的符号．事实如下，对任意的 ｎ，有 ｆ ′ １
４ｎπ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ － ２

３
，ｆ ′ １
４ｎπ＋π

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ４
３
．而

ｌｉｍ
ｎ→∞

１
４ｎπ
＝ ｌｉｍ

ｎ→∞

１
４ｎπ＋π

＝０，故对任意的 δ＞０，必存在正整数 Ｎδ，使 ｎ＞Ｎδ 时有
１
４ｎπ
∈Ｕ（０，δ）， １

４ｎπ＋π
∈Ｕ（０，δ） ． 故

ｆ ′（ｘ）在 ｘ＝０的任何领域内都不保持相同的符号，从而 ｙ ＝ ｆ（ｘ）在 ｘ ＝ ０的任何领域内都不能保持严格单调递

增性．
注释 ３　 １） 此题表明，即使函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在定义域内处处可导，但是由一点 ｘ０ 处 ｆ ′（ｘ０） ＞０ 不能保证存

在 ｘ０ 的某邻域使该函数 ｙ＝ ｆ（ｘ）在该点邻域内严格单调递增．
２） 如果知道 ｆ ′（ｘ０）＞０， 且导函数 ｆ ′（ｘ）在点 ｘ０ 处连续，即ｌｉｍ

ｘ→ｘ０
ｆ ′（ｘ）＝ ｆ ′（ｘ０）＞０． 则由连续函数的局部保

号性知，一定存在 δ＞０，使在 Ｕ（ｘ０，δ）内 ｆ ′（ｘ）＞０， 从而保证 ｙ＝ ｆ（ｘ）在 Ｕ（ｘ０，δ）内严格单调递增．而上述例题

４中 ｆ（ｘ）的导函数 ｆ ′（ｘ）在 ｘ＝ ０是不连续的，这是因为ｌｉｍ
ｘ→０

ｆ ′（ｘ）＝ ｌｉｍ
ｘ→０

１
３
＋２ｘｓｉｎ １

ｘ
－ｃｏｓ １

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ 极限不存在，虽然

ｆ ′（０）＝ １
３
．
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