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　 　 摘　 要：在粗糙集概念的基础上，讨论了同余关系下的粗理想和粗直积的关系，得到了一些较好的性质

定理，进而丰富和完善了半群中的粗糙集理论．
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近年来，国内外学者将粗糙集思想引入代数系统，对粗糙群、粗糙半群、粗理想和粗直积等概念做了大

量研究，得出了很好的结论［１－５］ ．文献［３］提出了半群中粗糙子半群和粗糙左（右、双侧、双）理想等概念；
文献［５］定义了半群中的粗直积．此处讨论了粗理想和粗直积的关系，得到了一些较好的性质定理，进而丰富

和完善了半群中的粗糙集理论．

１　 预备知识

定义 １［２］ 　 设 Ｓ 是一个半群，如果 ρ 是满足以下条件的 Ｓ 上的一个等价关系：对∀ｘ∈Ｓ，（ａ，ｂ）∈ρ⇒
（ａｘ，ｂｘ）∈ρ，（ｘａ，ｘｂ）∈ρ，则称 ρ 是 Ｓ 上的同余关系．记 ｘ 所在的同余类为 ｘ[ ] ρ ＝ ａ∈Ｓ ｜ （ｘ，ａ）∈ρ{ } ．

定义 ２［３］ 　 设 Ａ 是 Ｓ 的任一子集，则 Ａ 的 ρ 下近似和 ρ 上近似分别表示为

ρ － （Ａ） ＝ ｛ｘ∈ Ｓ ∣ ｘ[ ] ρ ⊆ Ａ｝，ρ － （Ａ） ＝ ｛ｘ∈ Ｓ ∣ ｘ[ ] ρ ∩ Ａ≠⌀｝
ρ（Ａ）＝ （ρ－（Ａ），ρ－（Ａ））称为 ρ 粗糙集．

定义 ３［４］ 　 半群 Ｓ 上的一个同余关系 ρ 称为完备的，如果对∀ａ，ｂ∈Ｓ， ａ[ ] ρ ｂ[ ] ρ ＝ ａｂ[ ] ρ ．
定义 ４［４］ 　 设 ρ 为半群 Ｓ 上的同余关系，ρ－（Ａ），ρ－（Ａ），ρ－（Ｂ），ρ－（Ｂ）为 Ｓ 的非空粗子集，Ａ，Ｂ⊆Ｓ，则 Ｓ

上的粗直积记为

ρ － （Ａ）ρ － （Ｂ） ＝ ｛ｃ∈ Ｓ ∣ ｃ ＝ ａｂ，ａ∈ ρ － （Ａ），ｂ∈ ρ － （Ｂ）｝
ρ － （Ａ）ρ － （Ｂ） ＝ ｛ｃ∈ Ｓ ∣ ｃ ＝ ａｂ，ａ∈ ρ － （Ａ），ｂ∈ ρ － （Ｂ）｝

　 　 定义 ５　 半群 Ｓ 的非空子集 Ａ 称为 Ｓ 的子半群，如果 ＡＡ⊆Ａ．
定义 ６　 半群 Ｓ 的非空子集 Ａ 称为 Ｓ 的左（右）理想，如果 ＳＡ⊆Ａ（ＡＳ⊆Ａ） ．
定义 ７　 半群 Ｓ 的非空子集 Ａ 称为 Ｓ 的（双侧）理想，如果 ＳＡ⊆Ａ 且 ＡＳ⊆Ａ．
定义 ８　 半群 Ｓ 的非空子集 Ａ 称为 Ｓ 的双理想，如果 ＡＳＡ⊆Ａ．
定义 ９　 设 ρ 是半群 Ｓ 的一个同余关系，ρ－（Ａ）≠⌀，Ｓ 的非空集 Ａ 称为一个上（下）粗子半群，如果



ρ－（Ａ）（ρ－（Ａ））是 Ｓ 的子半群，即 ρ－（Ａ）ρ－（Ａ）⊆ρ－（Ａ）（ρ－（Ａ）ρ－（Ａ）⊆ρ－（Ａ）） ．
定义 １０　 设 ρ 是半群 Ｓ 的一个同余关系，ρ－（Ａ）≠⌀，Ｓ 的非空集 Ａ 称为一个上（下）粗左（右、双侧、双）

理想，如果 ρ－（Ａ）（ρ－（Ａ））是 Ｓ 的左（右、双侧、双）理想，即
Ｓρ － （Ａ） ⊆ ρ － （Ａ）（ρ － （Ａ）Ｓ⊆ ρ － （Ａ）；ρ － （Ａ）Ｓρ － （Ａ） ⊆ ρ － （Ａ）；ρ － （Ａ）Ｓρ － （Ａ） ⊆ ρ － （Ａ））

　 　 引理 １　 设 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 是半群 Ｓ 的非空子集，如果 Ａ⊆Ｂ，Ｃ⊆Ｄ，则 ＡＣ⊆ＢＤ．
引理 ２［４］ 　 设 ρ 是半群 Ｓ 上的同余关系，Ａ，Ｂ 是 Ｓ 的非空子集，则 ρ－（Ａ）ρ－（Ｂ）⊆ρ－（ＡＢ），ρ－（Ａ）ρ－（Ｂ）⊆

ρ－（ＡＢ） ．
引理 ３［４］ 　 设 ρ，λ 是半群 Ｓ 上的同余关系，Ａ，Ｂ∈Ｓ，则
（１） ρ－（Ａ）⊆Ａ⊆ρ－（Ａ），ρ－（Ｓ） ＝ Ｓ ＝ ρ－（Ｓ）；
（２） ρ－（Ａ∪Ｂ）＝ ρ－（Ａ）∪ρ－（Ｂ），ρ－（Ａ∪Ｂ） ＝ ρ－（Ａ）∪ρ－（Ｂ）；
（３） Ａ⊆Ｂ⇒ρ－（Ａ）⊆ρ－（Ｂ），ρ－（Ａ）⊆ρ－（Ｂ）；
（４） ρ－（Ａ）∪ρ－（Ｂ）⊆ρ－（Ａ∪Ｂ），ρ－（Ａ∩Ｂ）⊆ρ－（Ａ）∩ρ－（Ｂ） ．

２　 主要结果

定理 １　 设 Ａ 是半群 Ｓ 的一个左（右、双侧）理想，那么 Ａ 是 Ｓ 的子半群．
证明　 因为 Ａ⊆Ｓ，Ａ⊆Ａ，由引理 １知，ＡＡ⊆ＳＡ；又因为 Ａ 是 Ｓ 的左理想，得 ＳＡ⊆Ａ，那么 ＡＡ⊆ＳＡ⊆Ａ，所以

Ａ 是 Ｓ 的子半群．
其他情况可类似证明，略．
定理 ２　 设 ρ 是半群 Ｓ 上的同余关系，如果 Ａ 是 Ｓ 的一个子半群，则 Ａ 是 Ｓ 的一个上粗子半群，即 ρ－（Ａ）

是 Ｓ 的子半群．
证明　 由引理 ２知，ρ－（Ａ） ρ－（Ａ）⊆ρ－（ＡＡ），已知 Ａ 是 Ｓ 的一个子半群，则 ＡＡ⊆Ａ，又由引理 ３（３）知

ρ－（ＡＡ）⊆ρ－（Ａ），所以 ρ－（Ａ）ρ－（Ａ）⊆ρ－（Ａ） ．即 ρ－（Ａ）是 Ｓ 的子半群，则 Ａ 是 Ｓ 的一个上粗子半群．
推论 １　 设 ρ 是半群 Ｓ 上的同余关系，如果 Ａ 是半群 Ｓ 的一个左（右、双侧）理想，则 Ａ 是 Ｓ 的一个上粗

子半群．
证明　 由定理 １和定理 ２直接推知．
定理 ３　 设 ρ 是半群 Ｓ 上的同余关系，如果 Ａ 是 Ｓ 的一个右（左、双侧、双）理想，则 Ａ 是 Ｓ 的一个上粗右

（左、双侧、双）理想．
证明　 设 Ａ 是 Ｓ 的一个右理想，即 ＡＳ⊆Ａ，由引理 ３（３）知，ρ－（ＡＳ）⊆ρ－（Ａ），又由引理 ３（１）知 ρ－（Ｓ） ＝

Ｓ，于是有 ρ－（Ａ）Ｓ ＝ ρ－（Ａ）ρ－（Ｓ），又由引理 ２ 知，ρ－（Ａ）ρ－（Ｓ） ＝ ρ－（ＡＳ），所以 ρ－（Ａ）Ｓ⊆ρ－（ＡＳ）⊆ρ－（Ａ），即
ρ－（Ａ）是 Ｓ 的右理想，故 Ａ 是 Ｓ 的一个上粗右理想．

其余情况的证明类似．
以上两个定理说明上粗子半群（左理想、右理想、双侧理想）是通常的子半群（左理想、右理想、双侧理

想）等概念的扩张，下面的例子说明定理 ３的逆不成立．
例 １　 设 Ｓ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝是一个半群，其上的运算由表 １定义，Ｓ 上的同余关系 ρ 所决定的同余类为｛ａ｝，

｛ｄ｝，｛ｂ，ｃ｝，设 Ａ＝｛ｂ｝，则 ρ－（Ａ）＝ ｛ｂ，ｃ｝，且 ρ－（Ａ）Ｓ ＝ ｛ｂ，ｃ｝Ｓ ＝ Ｓ｛ｂ，ｃ｝ ＝ Ｓρ－（Ａ）＝ ρ－（Ａ） ．故 Ａ 是一个上粗双

侧理想，但是 ＳＡ＝｛ｂ，ｃ｝⊄Ａ，故 Ａ 不是 Ｓ 的双侧理想．
表 １　 Ｓ 上的运算

ａ ｂ ｃ ｄ
ａ ａ ｃ ｄ
ｂ ｂ ｂ ｂ
ｃ ｃ ｃ ｃ
ｄ ｄ ｂ ａ
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定理 ４　 设 ρ 是半群 Ｓ 上的完备同余关系，ρ－（Ａ）≠⌀，如果 Ａ 是 Ｓ 的一个子半群，则 Ａ 是 Ｓ 的一个下粗

子半群，即 ρ－（Ａ）是 Ｓ 的子半群．
证明　 已知 Ａ 是 Ｓ 的一个子半群，则 ＡＡ⊆Ａ，由引理 ３（１）知，ρ－（Ａ）⊆Ａ⊆Ｓ，又因为 ρ 是半群 Ｓ 上的完备

同余关系，则有 ρ－（Ａ）ρ－（Ａ）⊆ρ－（ＡＡ）⊆ρ－（Ａ），即 Ａ 是 Ｓ 的一个下粗子半群，则 ρ－（Ａ）是 Ｓ 的子半群．
推论 ２　 设 ρ 是半群 Ｓ 上的完备同余关系，ρ－（Ａ）≠⌀，如果 Ａ 是半群 Ｓ 的一个左（右、双侧）理想，则 Ａ

是 Ｓ 的一个下粗子半群．
证明　 由定理 １和定理 ４直接推知．
定理 ５　 设 ρ 是半群 Ｓ 上的一个完备同余关系，如果 Ａ 是 Ｓ 的一个右（左、双侧、双）理想，且 ρ－（Ａ）≠

⌀，则 ρ－（Ａ）是 Ｓ 的一个右（左、双侧、双）理想．
证明　 设 Ａ 是 Ｓ 的一个右理想，即 ＡＳ⊆Ａ，由引理 ３（３）知，ρ－（ＡＳ）⊆ρ－（Ａ），又由引理 ３（１）知，ρ－（Ｓ） ＝

Ｓ，于是有 ρ－（Ａ）Ｓ ＝ ρ－（Ａ）ρ－（Ｓ），又由引理 ２ 知，ρ－（Ａ）ρ－（Ｓ） ＝ ρ－（ＡＳ），所以 ρ－（Ａ）Ｓ⊆ρ－（ＡＳ）⊆ρ－（Ａ），即
ρ－（Ａ）是 Ｓ 的右理想，故 Ａ 是 Ｓ 的一个下粗右理想．

其余情况的证明类似．
定理 ６　 设 ρ 是半群 Ｓ 上的同余关系，如果 Ａ，Ｂ 分别是 Ｓ 的右理想和左理想，则

ρ － （Ａ）ρ － （Ｂ） ⊆ ρ － （ＡＢ） ⊆ ρ － （Ａ∩ Ｂ） ⊆ ρ － （Ａ） ∩ ρ － （Ｂ）
　 　 证明　 因为 ρ 是半群 Ｓ 上的同余关系，由引理 ２知，ρ－（Ａ）ρ－（Ｂ）⊆ρ－（ＡＢ） ．下证 ρ－（ＡＢ）⊆ρ－（Ａ∩Ｂ） ．由
引理 １知，ＡＢ⊆ＡＳ，又因为 Ａ 是 Ｓ 的一个右理想，则 ＡＳ⊆Ａ，所以 ＡＢ⊆Ａ，同理 ＡＢ⊆Ｂ，故 ＡＢ⊆Ａ∩Ｂ．由引理 ３
（３）知，ρ－（ＡＢ）⊆ρ－（Ａ∩Ｂ），由引理 ３（４）得，ρ－（Ａ∩Ｂ）⊆ρ－（Ａ）∩ρ－（Ｂ），故 ρ－（Ａ）ρ－（Ｂ）⊆ρ－（ＡＢ）⊆ρ－（Ａ∩
Ｂ）⊆ρ－（Ａ）∩ρ－（Ｂ） ．

定理 ７　 设 ρ 是半群 Ｓ 上的一个完备同余关系，且 ρ－（Ａ）≠⌀，如果 Ａ，Ｂ 分别是 Ｓ 的右理想和左理想，则
ρ －（Ａ）ρ －（Ｂ） ⊆ ρ －（ＡＢ） ⊆ ρ －（Ａ∩ Ｂ） ⊆ ρ －（Ａ） ∩ ρ －（Ｂ）

　 　 证明类似于定理 ８，略．
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