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　 　 摘　 要：积分算子在数学中是作用在函数上的作用子，根据其核函数的不同，可以得到不同的积分算

子；研究了积分算子的线性性及有界性等算子的代数性质，得出了积分算子是线性算子，并且在某些特定情

况下还是有界算子，从而是连续的线性算子的结论．
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在泛函分析中，积分算子 Ｔ 又称积分变换是具有 （Ｔｆ）（ｕ） ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
Ｋ（ ｔ，ｕ） ｆ（ ｔ）ｄｔ 形式的变换．此变换把函数

映为函数，是把函数空间映到函数空间上的变换．其中的 Ｋ（ ｔ，ｕ）是个确定的二元函数，称为此积分算子的核

函数或核，ｆ（ ｔ）称为象原函数，Ｔｆ（ｕ）称为象函数．当选取不同的积分域或核函数时，就得到不同的积分变换．
积分变换常用来处理微分方程的问题，常见的积分变换有 Ｆｏｕｒｉｅｒ 变换、Ｌａｐｌａｃｅ 变换、Ｍｅｌｌｉｎ 变换、Ａｂｅｌ 变换

及 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换等．此处将对积分算子的一些代数性质如线性性、有界性等进行研究．

１　 积分算子的线性性

定理 １　 设算子 Ｔ 是从函数空间 Ｘ 到函数空间 Ｙ 上的算子，如果对于任意的 ｆ，ｇ∈Ｘ 以及常数 α 都有式

（１）（２）成立：
Ｔ（ ｆ ＋ ｇ） ＝ Ｔｆ ＋ Ｔｇ （１）

Ｔ（αｆ） ＝ αＴｆ （２）
则称算子 Ｔ 是从 Ｘ 到 Ｙ 的线性算子．

定理 ２　 积分算子 Ｔ：Ｘ→Ｙ 是线性算子．
证明　 设 ｆ，ｇ∈Ｘ，α 是任一常数，则对于积分算子 Ｔ，根据积分的性质有

Ｔ（ ｆ ＋ ｇ）（ｕ） ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
Ｋ（ ｔ，ｕ）（ ｆ（ ｔ） ＋ ｇ（ ｔ））ｄｔ ＝

∫ｔ ２
ｔ１
Ｋ（ ｔ，ｕ） ｆ（ ｔ）ｄｔ ＋ ∫ｔ ２

ｔ１
Ｋ（ ｔ，ｕ）ｇ（ ｔ）ｄｔ ＝

（Ｔｆ）（ｕ） ＋ （Ｔｇ）（ｕ）
即 Ｔ（ ｆ＋ｇ）＝ Ｔｆ＋Ｔｇ．



Ｔ（αｆ）（ｕ） ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
Ｋ（ ｔ，ｕ）αｆ（ ｔ）ｄｔ ＝ α（Ｔｆ）（ｕ）

即 Ｔ（αｆ）＝ α（Ｔｆ），即证积分算子 Ｔ 是线性算子．

２　 积分算子的有界性

算子 Ｔ 的范数指的是算子范数，定义为

Ｔ ＝ ｓｕｐ
Ｔｆ Ｙ

ｆ Ｘ
，ｆ∈ Ｘ，ｆ≠ ０{ }

对于算子 Ｔ，如果 Ｔ ＜∞ ，则称算子 Ｔ 是有界算子．根据积分的性质，易知积分算子是否有界与核函数 Ｋ（ ｔ，
ｕ）及积分域有关．

定理 ３　 如果一个积分算子的积分域是有界集，并且核函数是有界函数，那么这个积分算子是有界

算子．
证明　 由假设，核函数 Ｋ（ ｔ，ｕ）是有界的，不妨设 Ｋ（ ｔ，ｕ） ≤Ｍ，由定积分的保不等式性，有

Ｔｆ（ｕ） ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
Ｋ（ ｔ，ｕ） ｆ（ ｔ）ｄｔ ≤

∫ｔ ２
ｔ１

Ｋ（ ｔ，ｕ） ｆ（ ｔ） ｄｔ≤

Ｍ ｆ Ｘ（ ｔ２ － ｔ１） ＝ Ｍ１ ｆ Ｘ

由此可得 Ｔｆ Ｙ≤Ｍ１ ｆ Ｘ，则 Ｔ ≤Ｍ１＜∞ ，即积分算子 Ｔ 是有界线性算子．
定理 ４　 如果一个积分算子 Ｔ 的积分域是有界集，并且核函数是有界函数，那么这个积分算子 Ｔ 是连

续的．
证明　 因线性算子的有界性和连续性是等价的，由定理 ３，积分算子在所假设条件下是有界的，故积分

算子 Ｔ 在定理假设条件下是连续的．

３　 单位圆盘上的积分型算子

记 为复平面 上的单位圆盘，即 上所有满足 ｚ ＜１的复数 ｚ 的全体，用 Ｈ（ ）表示 上所有解析函数

的全体，其上的范数定义为上确界范数．设 ｇ∈Ｈ（ ），ｚ∈ ，对于任意的 ｆ∈Ｈ（ ），定义 Ｈ（ ）上的积分型

算子 Ｊｇ 为

Ｊｇ ｆ（ ｚ） ＝ ∫ｚ
０
ｆ（ξ）ｇ′（ξ）ｄξ

根据积分的性质，易知 Ｊｇ 的有界性．
定理 ５　 积分算子 Ｊｇ 是有界的线性算子当且仅当 ｇ（ ｚ）是 上的有界函数．
证明　 充分性：由 Ｊｇ 的定义， ｚ ＜１，积分域是有界的，根据定理 ３可得积分算子 Ｊｇ 是有界算子．
必要性：由算子范数定义

Ｊｇ ＝ ｓｕｐ
Ｊｇ ｆ
ｆ
，ｆ∈ Ｈ（ ）{ }≤ ｇ（ ｚ） － ｇ（０）

又因当 ｆ＝ １时， Ｊｇ ｆ（ ｚ） ＝ ｇ（ ｚ）－ｇ（０） ，故 Ｊｇ ＝ ｇ（ ｚ）－ｇ（０） ，因此，若 Ｊｇ 是有界算子，则 ｇ（ ｚ）在 上必

是有界函数．
积分算子在泛函分析领域的研究中具有广泛的应用，并且在一些具体的理论研究中起着关键性的作用．

根据 Ｓｃｈｗａｒｚ核定理，如果核函数是个广义的函数，所有的线性算子都是积分算子．Ｆｒｏｄｈｏｌｍ理论就是对一般
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积分方程理论的研究，在 Ｆｒｏｄｈｏｌｍ理论中，核一般是 Ｂａｎａｃｈ 函数空间上的紧算子．在此情形下，核有时也称

为 Ｆｒｏｄｈｏｌｍ算子、核算子及 Ｆｒｏｄｈｏｌｍ核等．
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