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用逆矩阵求某些常系数非齐次线性微分方程的特解∗

强 成 秀
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　 　 摘　 要：根据函数的求导运算与不定积分互为逆运算的思想，利用逆矩阵方法讨论了求解某些常系数

非齐次线性微分方程的特解，得到了求解该类问题的一般公式，并给出了证明和算例．
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常系数线性微分方程的理论研究已很完整，它在工程技术等实际领域也有着广泛的应用，可以用代数方法

求它们的通解［１－３］ ．类似于线性方程组的解的结构，常系数非齐次线性微分方程的通解也等于它的对应齐次方

程的通解与它本身的一个特解之和．在常微分方程理论中，可以用待定系数法来求其特解［４］ ．利用逆矩阵的方法

求某些特殊函数的不定积分，并没有从理论上给出结论和证明［１］，从而使得该方法在应用时候缺乏理论依据．
此处将利用矩阵工具，给出求某些常系数非齐次线性微分方程特解的一般理论和方法．

１　 主要结论

定理 １　 设 Ｖ 是实数域 Ｒ 上全体可微函数所构成的线性空间，Ｄ 是 Ｖ 上一个求导变换，如果常系数非齐

次线性微分方程 ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ
－１） ＋…＋ａ０ｙ＝ ｆ（ｘ）中已知函数 ｆ（ｘ）＝ ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）＋…＋ｆｍ（ｘ）满足 ｆｉ（ｘ）∈Ｓｉ 且

Ｄ（Ｓｉ）＝ Ｄ２（Ｓｉ）＝ …＝Ｄｎ（Ｓｉ）＝ Ｓｉ，ｉ＝ １，２，…，ｍ．其中 Ｓｉ 是 Ｖ 的一个有限维子空间，则该常系数非齐次线性微

分方程可用于逆矩阵方法来求其特解．
证明　 令 ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ

－１） ＋…＋ａ０ｙ＝ ｆ１（ｘ），Ｓ１ ＝Ｌ（ ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ）） ．

设求导变换 Ｄ ｜ Ｓ１，Ｄ
２ ｜ Ｓ１，…，Ｄ

ｎ ｜ Ｓ１在基 ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ）下的矩阵为 Ａ，Ａ２，…，Ａｎ，由定理 １ 的条

件知 Ｓ１ 在求导变换 Ｄ ｜ Ｓ１，Ｄ
２ ｜ Ｓ１，…，Ｄ

ｎ ｜ Ｓ１下是封闭的，设线性变换 φ（Ｄ）＝ ａｎＤｎ＋ａｎ－１Ｄｎ－１＋…＋ａ１Ｄ＋ａ０ε（ε 是

恒等变换），很容易知道 φ（Ｄ） ｜ Ｓ１（ ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ））＝ （ ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ））φ（Ａ），则 φ（Ｄ）在该

组基下的矩阵为 φ（Ａ），其中 φ（Ａ）＝ ａｎＡｎ＋ａｎ－１Ａｎ－１＋…＋ａ１Ａ＋ａ０Ｅ（Ｅ 是单位矩阵），由 ｄｉｍ φ（Ｄ） ｜ Ｓ１（Ｓ１）＝ ｎ

和线性变换的维数 ｄｉｍ Ｓ１ ＝ｄｉｍ φ（Ｄ） ｜ Ｓ１（Ｓ１）＋ｄｉｍ （φ（Ｄ） ｜ Ｓ１）
－１（０）知 ｄｉｍ（φ（Ｄ） ｜ Ｓ１）

－１（０）＝ ０，从而φ（Ｄ） ｜ Ｓ１
是可逆的线性变换，故

（φ（Ｄ） ｜ Ｓ１）
－１（ ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ）） ＝ （ ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ））（φ（Ａ））

－１

令（φ（Ａ）） －１ ＝（ｂｉｊ） ｎ×ｎ，这样求出 ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ
－１） ＋…＋ａ０ｙ＝ ｆ１（ｘ）的一个特解为

ｙ∗１ ＝ ｂ１ｉ ｆ１１（ｘ） ＋ ｂ２ｉ ｆ１２（ｘ） ＋ … ＋ ｂｎｉ ｆ１ｎ（ｘ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ



　 　 说明　 若方程 ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ
－１） ＋…＋ａ０ｙ＝ ｆ１（ｘ）右边的函数换为 ｆ２（ｘ），ｆ３（ｘ），…，ｆｍ（ｘ），求解同上．若方程

ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ
－１） ＋…＋ａ０ｙ＝ ｆ１（ｘ）右边的函数为某几个函数之和，则根据非齐次线性微分方程解的叠加原理可

得该方程的一个特解．
用逆矩阵求常系数非齐次线性微分方程的特解的具体方法：
（１） 当 ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ

－１） ＋…＋ａ０ｙ＝ ｆ１（ｘ）时，步骤为

① 根据 ｆ１（ｘ）构造一个由基 ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ）生成的子空间 Ｓ１ ＝ Ｌ（ ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ）），并
且 Ｓ１ 在求导变换 Ｄ ｜ Ｓ１，Ｄ

２ ｜ Ｓ１，…，Ｄ
ｎ ｜ Ｓ１下是封闭的；

② 求 Ｄ ｜ Ｓ１在基 ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ）下的矩阵 Ａ＝（ａｉｊ） ｎ×ｎ；
③ 求线性变换（Ｄ ｜ Ｓ１）

ｎ 在基 ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ）下的矩阵为 Ａｎ，相应地线性变换（Ｄ ｜ Ｓ１）
ｎ－１在基 ｆ１１

（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ）下的矩阵为 Ａｎ－１，依次求出 Ａｎ－２，Ａｎ－３，…，Ａ２；
④ 求 φ（Ａ）＝ ａｎＡｎ ＋ａｎ－１Ａｎ－１ ＋…＋ａ１Ａ＋ａ０Ｅ，其中 Ｅ 为单位矩阵．根据代数知识求逆矩阵（φ（Ａ）） －１ ＝

（ｂｉｊ） ｎ×ｎ，则（φ（Ａ））
－１就是逆变换（φ（Ｄ） ｜ Ｓ１）

－１在基 ｆ１１（ｘ），ｆ１２（ｘ），…，ｆ１ｎ（ｘ）下的矩阵；
⑤ 根据（φ（Ａ）） －１ ＝（ｂｉｊ） ｎ×ｎ写出（φ（Ｄ） ｜ Ｓ１）

－１（ ｆ１（ｘ））＝ ｂ１ｉ ｆ１１（ｘ）＋ｂ２ｉ ｆ１２（ｘ）＋…＋ｂｎｉ ｆ１ｎ（ｘ） ｉ＝ １，２，…，ｎ；
⑥ 于是 ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ

－１） ＋…＋ａ０ｙ＝ ｆ１（ｘ）的特解为

ｙ∗１ ＝ ｂ１ｉ ｆ１１（ｘ） ＋ ｂ２ｉ ｆ１２（ｘ） ＋ … ＋ ｂｎｉ ｆ１ｎ（ｘ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ
　 　 （２） 当 ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ

－１） ＋…＋ａ０ｙ＝ ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）＋…＋ｆｍ（ｘ）时，只需要依次求出 ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ
－１） ＋…＋ａ０ｙ ＝

ｆｉ（ｘ），ｉ＝ １，２，…，ｍ 的特解 ｙ∗ｉ ，再根据非齐次线性微分方程解的叠加原理得到 ａｎｙ（ｎ） ＋ａｎ－１ｙ（ｎ
－１） ＋…＋ａ０ｙ ＝ ｆ１

（ｘ）＋ｆ２（ｘ）＋…＋ｆｍ（ｘ）的一个特解为 ｙ∗ ＝ ｙ∗１ ＋ｙ∗２ ＋…＋ｙ∗ｍ ．

２　 应用举例

例 １　 利用逆矩阵求方程 ｙ″＋ｙ′－ｙ＝ｅａｘ，ａ∈Ｒ 的一个特解．
解　 首先寻找一个包含 ｅａｘ的 Ｖ 的子空间 Ｓ，且 Ｓ 在求导运算的作用下不变．通过 ｘｅａｘ的连续求导运算，

得到 Ｓ 的一个基为 ｅａｘ，ｘｅａｘ，且有 Ｄ（ｅａｘ）＝ ａｅａｘ，Ｄ（ｘｅａｘ）＝ ｅａｘ ＋ａｘｅａｘ，从而线性变换 Ｄ ｜ Ｓ 和（Ｄ ｜ Ｓ） ２ 在基 ｅａｘ，
ｘｅａｘ下的矩阵分别为

Ａ ＝
ａ １
０ ａ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，　 Ａ２ ＝

ａ２ ２ａ
０ ａ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

于是

φ（Ａ） ＝ Ａ２ ＋ Ａ － Ｅ ＝
ａ２ ＋ ａ － １ ２ａ ＋ １
０ ａ２ ＋ ａ － １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

从而

（φ（Ａ）） －１ ＝ １
（ａ２ ＋ ａ － １） ２

ａ２ ＋ ａ － １ － （２ａ ＋ １）
０ ａ２ ＋ ａ － １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

由于不定积分是求导运算的逆运算，从而可以利用 φ（Ｄ）＝ （Ｄ ｜ Ｓ） ２＋（Ｄ ｜ Ｓ） －ε（ε 是恒等变换）的逆变换

（φ（Ｄ）） －１ ＝（（Ｄ ｜ Ｓ） ２＋（Ｄ ｜ Ｓ）－ε）
－１在基 ｅａｘ，ｘｅａｘ下的逆矩阵（φ（Ａ）） －１来求 ｙ″＋ｙ′－ｙ＝ｅａｘ的一个特解，即

（（Ｄ ｜ Ｓ） ２ ＋ （Ｄ ｜ Ｓ） － ε） －１（ｅａｘ） ＝ １
（ａ２ ＋ ａ － １） ２

［（ａ２ ＋ ａ － １）ｅａｘ ＋ ０］ ＝ ｅａｘ

ａ２ ＋ ａ － １

因此方程 ｙ″＋ｙ′－ｙ＝ｅａｘ的一个特解为 ｙ∗ ＝ ｅａｘ

ａ２＋ａ－１
．
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例 ２　 利用逆矩阵求方程 ｙ″＋ｙ＝ ｘｃｏｓ ２ｘ 的一个特解．
解　 首先寻找一个包含 ｘｃｏｓ ２ｘ 的 Ｖ 的子空间 Ｓ，且 Ｓ 在求导运算的作用下不变．通过 ｘｃｏｓ ２ｘ 的连续求

导运算，得到 Ｓ 的一个基为 ｓｉｎ ２ｘ，ｃｏｓ ２ｘ，ｘｓｉｎ ２ｘ，ｘｃｏｓ ２ｘ，且有 Ｄ（ｓｉｎ ２ｘ）＝ ２ｃｏｓ ２ｘ，Ｄ（ｃｏｓ ２ｘ）＝ －２ｓｉｎ ２ｘ 以

及 Ｄ（ｘｓｉｎ ２ｘ）＝ ｓｉｎ ２ｘ＋２ｘｃｏｓ ２ｘ，Ｄ（ｘｃｏｓ ２ｘ）＝ ｃｏｓ ２ｘ－２ｘｓｉｎ ２ｘ，从而线性变换 Ｄ ｜ Ｓ 和（Ｄ ｜ Ｓ） ２ 在基 ｅａｘ，ｘｅａｘ下
的矩阵分别为

Ａ ＝

０ － ２ １ ０
２ ０ ０ １
０ ０ ０ － ２
０ ０ ２ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，　 Ａ２ ＝

－ ４ ０ ０ － ４
０ － ４ ４ ０
０ ０ － ４ ０
０ ０ ０ － ４

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

于是 φ（Ａ）＝ Ａ２＋Ｅ＝

－３ ０ ０ －４
０ －３ ４ ０
０ ０ －３ ０
０ ０ ０ －３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

，从而（φ（Ａ）） －１ ＝

－ １
３

０ ０ ４
９

０ － １
３

４
９

０

０ ０ － １
３

０

０ ０ ０ － １
３

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

．

可以利用 φ（Ｄ）＝ （Ｄ ｜ Ｓ） ２＋ε 的逆变换（φ（Ｄ）） －１ ＝ （（Ｄ ｜ Ｓ） ２＋ε）
－１在基 ｓｉｎ ２ｘ，ｃｏｓ ２ｘ，ｘｓｉｎ ２ｘ，ｘｃｏｓ ２ｘ 下

的逆矩阵（φ（Ａ）） －１来求 ｙ″＋ｙ＝ ｘｃｏｓ ２ｘ 的一个特解，即（（Ｄ ｜ Ｓ） ２＋ε）
－１（ｘｃｏｓ ２ｘ）＝ ４

９
ｓｉｎ ２ｘ－ １

３
ｘｃｏｓ ２ｘ．

因此方程 ｙ″＋ｙ＝ ｘｃｏｓ ２ｘ 的一个特解为 ｙ∗ ＝ ４
９
ｓｉｎ ２ｘ－ １

３
ｘｃｏｓ ２ｘ．

例 ３　 利用逆矩阵求方程 ｙ″－ｙ′＝ｅｘｃｏｓ ２ｘ 的一个特解．
解　 首先寻找一个包含 ｅｘｃｏｓ ２ｘ 的 Ｖ 的子空间 Ｓ，且 Ｓ 在求导运算的作用下不变．通过 ｅｘｃｏｓ ２ｘ 的连续

求导运算，得到 Ｓ 的一个基为 ｅｘｓｉｎ ２ｘ，ｅｘｃｏｓ ２ｘ，且有 Ｄ（ｅｘｓｉｎ ２ｘ）＝ ｅｘｓｉｎ ２ｘ＋２ｅｘｃｏｓ ２ｘ 以及 Ｄ（ｅｘｃｏｓ ２ｘ）＝
－２ｅｘｓｉｎ ２ｘ＋ｅｘｃｏｓ ２ｘ，从而线性变换 Ｄ ｜ Ｓ 和（Ｄ ｜ Ｓ） ２ 在基 ｅｘｓｉｎ ２ｘ，ｅｘｃｏｓ ２ｘ 下的矩阵分别为

Ａ ＝
１ － ２
２ １

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，　 Ａ２ ＝

－ ３ － ４
４ － ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

于是 φ（Ａ）＝ Ａ２－Ｅ＝
－４ －４
４ －４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú ，从而（φ（Ａ）） －１ ＝

－ １
８

１
８

－ １
８
－ １
８

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

．

可以利用 φ（Ｄ）＝ （Ｄ ｜ Ｓ） ２ －ε 的逆变换（φ（Ｄ）） －１ ＝ （（Ｄ ｜ Ｓ） ２ －ε）
－１在基 ｅｘｓｉｎ ２ｘ，ｅｘｃｏｓ ２ｘ 下的逆矩阵

（φ（Ａ）） －１来求 ｙ″－ｙ′＝ｅｘｃｏｓ ２ｘ 的一个特解，即

（（Ｄ ｜ Ｓ） ２ － ε） －１（ｅｘｃｏｓ ２ｘ） ＝ １
８
ｅｘｓｉｎ ２ｘ － １

８
ｅｘｃｏｓ ２ｘ

因此方程 ｙ″－ｙ′＝ｅｘｃｏｓ ２ｘ 的一个特解为 ｙ∗ ＝ １
８
ｅｘｓｉｎ ２ｘ－ １

８
ｅｘｃｏｓ ２ｘ．

使用方法是有条件的，ｆ（ｘ）必须满足定理 １ 的条件，如果取 ｆ（ｘ）分别为 ｌｎ ｘ，ｔａｎ ｘ，ｃｏｔ ｘ，ｓｅｃ ｘ，ｃｓｃ ｘ，
ａｒｃｓｉｎ ｘ，ａｒｃｃｏｓ ｘ 等一些基本初等函数时，不适用方法．ｆ（ｘ）为含有 ｘｎ，ｅａｘ，ｓｉｎ ａｘ，ｃｏｓ ａｘ，ｘ∈Ｒ 的初等函数时

适用本方法．这进一步表明数学中逆过程的方法往往存在局限性．
（下转第 ３５ 页）
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