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　 　 摘　 要：设 ｑ 为素数的方幂，ｎ（≥２）为正整数，给出了模 ｑｎ－１的 ｑ－循环的一些性质，并利用这些性质讨

论了 Ｆ２ｎ到 Ｆ２ 上一类特殊正规基的存在性，最后证明了 ｎ＝ ４时，这类正规基可为Ⅰ型最优正规基；ｎ≠４ 时，
它一定不是最优正规基．
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１　 基础知识

设 ｑ 为素数 ｐ 的方幂，ｎ（≥２）为正整数，Ｆｑｎ是 ｑ 元域 Ｆｑ 的 ｎ（≥２）次扩张．若 Ｎ ＝ ｛αｉ ＝ αｑｉ ｜ ｉ ＝ ０，１，…，
ｎ－１｝是 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 的一个正规基，则称 α 是 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 的一个正规元．设

ααｉ ＝􀰐
ｎ－１

ｊ ＝ ０
ｔｉ，ｊα ｊ，０ ≤ ｉ≤ ｎ － １

则（ ｔｉ，ｊ） ｎ×ｎ中非零元的个数称为 Ｎ 的复杂度，记为 ＣＮ ．Ｒ Ｍｕｌｌｉｎ 等［１］证明了 ＣＮ≥２ｎ－１，当 ＣＮ ＝ ２ｎ－１ 时，称 Ｎ
为最优正规基．以最优正规基为代表的低复杂度正规基已经有许多结果［２－１１］ ．Ｒ Ｍｕｌｌｉｎ 等给出了Ⅰ型和Ⅱ型

最优正规基的构造定理之后；高绪洪［１２］证明了只存在这两类最优正规基；１９９０ 年，Ａ Ｗａｓｓｅｒｍａｎｎ［１３］把最优

正规基推广为 ｋ－型高斯正规基．
定义 １［１３］ 　 设 ｑ 为素数 ｐ 的方幂，ｋ 和 ｎ 为正整数，且满足 ｋｎ＋１ 为素数，（ｋｎ＋１，ｐ）＝ １．假定 γ∈Ｆｑｋｎ是

ｋｎ＋１次本原单位根，ｓ 是 ｑ 模 ｋｎ＋１的次数．若（ｋｎ ／ ｓ，ｎ）＝ １，ｌ 是 Ｚｋｎ＋１的一个 ｋ 本原的单位根，则

α ＝􀰐
ｋ－１

ｊ ＝ ０
γｌ ｊ

生成 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 的一个正规基，称 Ｎ 为 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 的一个 ｋ－型高斯正规基．
注 １　 设 Ｎ 为 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 的一个 ｋ－型高斯正规基，由Ⅰ型和Ⅱ型最优正规基的定义可知，当 ｋ＝ １时，Ｎ 为

Ⅰ型最优正规基；当 ｋ＝ ｑ＝ ２时，Ｎ 为Ⅱ型最优正规基．
熟知，最优正规基（特别是低复杂度正规基）在编码理论、密码学、数字通信等领域有着广泛的应用．通

过计算发现，当扩张次数 ｎ＝ ４，８，１６时，存在 Ｆ２ｎ到 Ｆ２ 的正规基 Ｎ，使得序列 ｔｉ ＝Ｔｒ（ααｉ）（ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１）中
ｔ０ ＝ ｔ１ ＝ ｔｎ－１ ＝ １，ｔｉ ＝ ０（ ｉ≠０，１，ｎ－１），其中 Ｔｒ表示 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 的迹映射．这类正规基在编码中有着很好的应用．自
然的问题是：扩张次数 ｎ 满足什么条件，才存在 Ｆ２ｎ到 Ｆ２ 的正规基满足 ｔ０ ＝ ｔ１ ＝ ｔｎ－１ ＝ １，ｔｉ ＝ ０（ ｉ≠０，１，ｎ－１） ．

由有限域上正规基的性质可知，ｔｉ ＝ ｔｎ－ｉ ．Ｐｅｒｌｉｓ［１４］给出了如下结论：设 ｑ＝ ｐｓ，ｐ 为素数，ｎ ＝ ｐｍ，ｍ≥１．若 α∈
Ｆｑｎ，则 α 为 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 的一个正规元⇔Ｔｒ（α）≠０．从而当 ｎ＝ ２ｔ（ ｔ≥１）时，ｔ０ ＝ １．故此时只需考虑 ｉ≠０的情形．对



于 ｋ－型高斯正规基，文献［７］得到了如下结论：若 α 生成 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 的一个 ｋ－型高斯正规基，则 Ｔｒ（α）＝ －１．
下面给出 ｑ－循环的定义．
定义 ２［１５］ 　 设 ａ０，ａ１，…，ａｌ－１为｛０，１，…，ｍ－１｝中 ｌ 个不同的元素，ｑ 为素数的方幂，若满足

ａｉｑ≡ ａｉ ＋１（ｍｏｄ ｍ），ａｌ －１ｑ≡ ａ０（ｍｏｄ ｍ），ｉ ＝ ０，１，…，ｌ － ２
则称序列（ａ０，ａ１，…，ａｌ－１）为一个模 ｍ 的 ｑ－循环，ｌ 为该 ｑ－循环的长度．

以下用 ｌｉ 表示 ｉ 模 ｑｎ－１的 ｑ－循环的长度．由定义 ２，ｉｑｌｉ≡ｉ（ｍｏｄ ｑｎ－１） ．

２　 主要结果及证明

这里先给出一个引理．
引理 １［１２］ 　 设 ｋ，ｎ 是正整数，ｋｎ＋１为素数，ｑ 模 ｋｎ＋１的阶是 ｅ．如果（ｋｎ ／ ｅ，ｎ）＝ １，Ｔ 是 Ｚｋｎ＋１的一个 ｋ－次

本原单位根，则 Ｚｋｎ＋１中任意非零元 ｒ 都能唯一表示成如下形式：
ｒ≡ Ｔｉｑ ｊ（ｍｏｄ（ｋｎ ＋ １）），０ ≤ ｉ≤ ｋ － １，０ ≤ ｊ≤ ｎ － １

　 　 定理 １　 设 ｑ 为素数的方幂，ｎ（≥２）是正整数，则 ｌｉ ｜ ｎ，其中 ０≤ｉ≤ｑｎ－１．
证明　 由文献［１５］知若 ξ 是 Ｆｑｎ的一个本原元，且存在 ｋ 个不同的ｑ－循环，令 ｉ１，ｉ２，…，ｉｋ 分别来自这 ｋ

个不同的 ｑ－循环，则 ｘｎ－１在 Ｆｑ 上的完全分解式为

ｘｎ － １ ＝ ｆｉ１（ｘ） ｆｉ２（ｘ）…ｆｉｋ（ｘ）

其中 ｆｉｍ（ｘ） ＝􀰒
ｌｉｍ

ｊ ＝ ０
（ｘ － （ξ ｉｍ） ｑ ｊ） ，１≤ｍ≤ｋ．

设 Ｆ∗ｑｎ是 Ｆｑｎ的乘法群，α 为 Ｆ∗ｑｎ的一个生成元．令 ｘｑｎ－ｘ 在 Ｆｑ 上的完全分解式为

ｘｑｎ － ｘ ＝ ｘ（ｘｑｎ－１ － １） ＝ ｘｆｉ′１（ｘ） ｆｉ′２（ｘ）…ｆｉ′ｋ（ｘ）

其中 ｆｉ′ｍ（ｘ） ＝􀰒
ｌｉ′ｍ

ｊ ＝ ０
（ｘ － （α ｉ′ｍ） ｑ ｊ） ，１≤ｉ≤ｍ．则 ｆｉ′ｍ（ｘ）在 Ｆｑ 上不可约，且 ｄｅｇ（ ｆｉ′ｍ（ｘ））＝ ｌｉ′ｍ ．又 αｉ′ｍ∈Ｆｑｎ，且

ｆｉ′ｍ（α
ｉ′ｍ）＝ ０，则

Ｆｑｌｉ′ｍ
≅ Ｆｑ［ｘ］ ／ ｆｉ′ｍ（ｘ） ≅ Ｆｑ（αｉ′ｍ） ⊆ Ｆｑｎ

即 Ｆｑｌｉ′ｍ
是 Ｆｑｎ的子域，于是 ｌｉ′ｍ ｜ ｎ．从而对一般的 ０≤ｉ≤ｑｎ－１，有 ｌｉ ｜ ｎ．

下面给出模 ｑｎ－１的 ｑ－循环的一个循环．
命题 １　 设 ｑ 为素数的方幂，序列（ ｉ，ｉｑ，…，ｉｑｌｉ－１）为 ｉ 模 ｑｎ－１的一个 ｑ－循环，则
１） 序列（＜ｑｎ－１－ｉ＞，＜ｑｎ－１－ｉ＞ｑ，…，＜ｑｎ－１－ｉ＞ｑｌｉ－１）也是模 ｑｎ－１的一个 ｑ－循环；
２） ｌｉ ＝ ｌｑｎ－１－ｉ，其中＜·＞表示模 ｑｎ－１的最小非负剩余．
证明　 因＜ｑｎ－１－ｉ＞ｑ ｊ≡－ｉｑ ｊ（ｍｏｄ（ｑｎ－１）），则

＜ ｑｎ － １ － ｉ ＞ ｑｌｉ ≡－ ｉｑｌｉ ≡－ ｉ≡ ＜ ｑｎ － １ － ｉ ＞ （ｍｏｄ（ｑｎ － １））
又设 ０≤ｓ，ｔ≤ｎ－１，当 ｓ≠ｔ 时，－ｉｑｓ≠－ｉｑｔ（ｍｏｄ（ｑｎ－１）），即＜ｑｎ－１－ｉ＞ｑｓ≠＜ｑｎ－１－ｉ＞ｑｔ（ｍｏｄ（ｑｎ－１）） ．由定义 ２
可知，命题 １的 １）成立．进而命题 １的 ２）成立．

推论 １　 设 ｎ＝ ２ｔ，ｔ 为正整数，若 α 为 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 的一个正规元且 ｔｉ ＝ １，则 ｌ２ｉ＋１ ＝ｎ．
证明　 （反证法）假设 ｌ２ｉ＋１≠ｎ，则由定理 １，可设 ｎ＝ ２ｋ ｌ２ｉ＋１（ｋ≥１） ．于是

ｔｉ ＝ Ｔｒ（α２
ｉ＋１） ＝􀰐

ｎ－１

ｊ ＝ ０
（α２ｉ＋１） ２

ｊ ＝􀰐
ｎ－１

ｊ ＝ ０
α（２ｉ＋１）２

ｊ ＝ ２ｋ􀰐
ｌ２ｉ＋１－１

ｊ ＝ ０
α（２ｉ＋１）２

ｊ

矛盾．故假设不成立．
形如 Ｆｅ ＝２２

ｅ＋１（ｅ≥０）的数被称为费马数．对于任意给定的两个费马数 Ｆｅ１，Ｆｅ２；若 ｅ１≠ｅ２，则（Ｆｅ１，Ｆｅ２）＝ １．下
面运用这个性质给出一种特殊情形下 ２ｉ＋１模 ２ｎ－１的 ２－循环的长度的计算公式．

推论 ２　 设 ｉ＝ ２ｍ，ｎ＝ ２ｔ，则 ｌ２ｉ＋１ ＝
ｎ
２
，ｍ＝ ｔ－１

ｎ，ｍ≠ｔ－１

ì

î

í
ïï

ïï
．
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证明　 易知，２ｎ－１＝ ２２ｔ－１ ＝Ｆ ｔ－１Ｆ ｔ－２…Ｆ０，２ｉ＋１ ＝Ｆｍ ．令 ２ｌ２
ｉ＋１－１ ＝Ｆ ｔ－１Ｆ ｔ－２…Ｆ０ ．由定理 １，ｌ２ｉ＋１ ｜ ｎ，则 ｔ１ －１≤

ｔ－１，即 ｔ１≤ｔ．又 ２ｉ＋１≡（２ｉ＋１）２ｌ２ｉ＋１（ｍｏｄ（２ｎ－１）），即 ２ｎ－１ ｜ （２ｉ＋１）（２ｌ２ｉ＋１－１） ．于是

Ｆ ｔ －１Ｆ ｔ －２…Ｆ０ ｜ ＦｍＦ ｔ１－１Ｆ ｔ２－１…Ｆ０
由于不同的费马数必定互素，则 ｔ－２≤ｔ１－１，即 ｔ－１≤ｔ１ ．从而，ｔ－１≤ｔ１≤ｔ．当 ｔ１ ＝ ｔ 时，ｍ≠ｔ－１，此时 ｌ２ｉ＋１ ＝ ｎ；当

ｔ１ ＝ ｔ－１时，ｍ＝ ｔ－１，此时 ｌ２ｉ＋１ ＝
ｎ
２
．

例 １　 条件同推论 ２，

当 ｉ＝ １时，ｍ＝ ０，有若 ｔ≥２，则 ｍ＜ｔ－１，此时 ｌ３ ＝ｎ；若 ｔ＝ １，则 ｍ＝ ｔ－１，此时 ｌ３ ＝
ｎ
２
．

当 ｉ＝ ２时，ｍ＝ １，有若 ｔ≠２，则 ｍ≠ｔ－１，此时 ｌ５ ＝ｎ；若 ｔ＝ ２，则 ｍ＝ ｔ－１，此时 ｌ５ ＝
ｎ
２
．

关于是否存在 Ｆ２ｎ到 Ｆ２ 的正规基满足 ｔ０ ＝ ｔ１ ＝ ｔｎ－１ ＝ １，ｔｉ ＝ ０（ ｉ≠０，１，ｎ－１），有
定理 ２　 设 Ｎ＝｛αｉ ｜ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１｝是 Ｆ２ｎ到 Ｆ２ 上的一个 ｋ－型高斯正规基，则
１） 若 ｋ 为偶数，或 ｋ 为奇数且 ｎ≠４，则 Ｎ 不满足 ｔ０ ＝ ｔ１ ＝ ｔｎ－１ ＝ １，ｔｉ ＝ ０（ ｉ≠０，１，ｎ－１）；

２） 若 ｋ 为偶数，则 （ｋｎ ＋ １，􀰐
ｋ－１

ｉ ＝ ０

ｋｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ

） ＝ １．

证明　 １） 由定义 １，设 α ＝􀰐
ｋ－１

ｊ ＝ ０
γ ｌ ｊ 生成 Ｆｑｎ到 Ｆｑ 上的 ｋ－型高斯正规基，文献［１６］中定理 １的证明过程中

对 ααｉ 的结构有如下描述：

ααｉ ＝
ｋ ＋􀰐 ｋ－１

ｓ ＝ ０，ｓ≠ｉ０
α ｊ１（ ｓ），ｉ ＝ ｉ０

􀰐 ｋ－１

ｓ ＝ ０
α ｊ２（ ｓ），ｉ≠ ｉ０

ì

î

í
ïï

ïï

其中 １＋ｌｖ０ｑｉ０≡０（ｍｏｄ（ｋｎ＋１））；１＋ｌｓｑｉ０≡ｌ １（ ｓ） ｑｉ０（ｍｏｄ（ｋｎ＋１））（ ｓ≠ｖ０）；１＋ｌｖ０ｑｉ０≡０（ｍｏｄ（ｋｎ＋１））（ ｉ≠ｉ０）；０≤

ｖ０，ｓ， １（ ｓ）， ２（ ｓ）≤ｋ－１；０≤ｊ１（ ｓ），ｊ２（ ｓ）≤ｎ－１；且当 ｋ 为偶数时，ｉ０ ＝ ０；当 ｋ 为奇数时，ｉ０ ＝
ｎ
２
．

因 Ｔｒ（α）＝ －１，故 ｔｉ０ ＝ Ｔｒ ｋ ＋􀰐 ｋ－１

ｓ ＝ ０，ｓ≠ｉ０
α ｊ１（ ｓ）( ) ＝ ｋｎ － （ｋ － １） ＝ ｋ（ｎ － １） ＋ １；ｔｉ ＝ Ｔｒ 􀰐 ｋ－１

ｓ ＝ ０
α ｊ２（ ｓ）( ) ＝

－ ｋ（ ｉ≠ ｉ０） ．又（ｋｎ ＋ １，ｑ） ＝ １，则 ｋ（ｎ － １） ＋ １ ≠ ｋ．于是，ｔｉ ＝ ｋ（ｎ － １） ＋ １⇔ｉ ＝ ｉ０ ．现取 ｑ＝ ２，则
（ｉ） 当 ｋ 为偶数时，ｔ０ ＝ １，ｔｉ ＝ ０（ ｉ≠０）；

（ｉｉ） 当 ｋ 为奇数且 ｎ≠４时，ｔｎ ／ ２ ＝ ０，ｔ ｊ ＝ １ ｊ≠ ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

均不满足 ｔ０ ＝ ｔ１ ＝ ｔｎ－１ ＝ １，ｔｉ ＝ ０（ ｉ≠０，１，ｎ－１） ．故不存在 Ｆ２ｎ到 Ｆ２ 上的一个 ｋ－型高斯正规基满足条件．

２） 当 ｋ 为偶数时，（ ｋｎ ＋ １， ｋｎ － ２） ＝ （ ｋｎ ＋ １，３） ＝ １，则 ２ ｋｎ＋１，ｋｎ
２
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ （２ （ ｋｎ ＋ １）， ｋｎ － ２） ＝ ２，即

ｋｎ＋１，ｋｎ
２
－１æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ １．假设 ｋｎ ＋ １ ｜ 􀰐 ｋ－１

ｉ ＝ ０

ｋｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ

，而 ｌ 为 Ｚｋｎ＋１ 中一个 ｋ 次本原单位根（由定义 １），于是 ｋｎ ＋ １ ｜

􀰐 ｋ－１

ｉ ＝ ０

ｋｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ

⇔ｋｎ ＋ １ ｜ ｋｎ
２

－ １æ

è
ç

ö

ø
÷􀰐 ｋ－１

ｉ ＝ ０

ｋｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｉ
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为Ｚｋｎ＋１中一个 ｋ次单位根⇔存在一正整数 ，

使得
ｋｎ
２
≡ ｌ （ｍｏｄ（ｋｎ ＋ １）） ．即 ｋｎ≡ ｌ ·２（ｍｏｄ（ｋｎ ＋ １））（由引理 １）⇔１ ＋ ｌ ·２≡０（ｍｏｄ（ｋｎ ＋ １）） ，即

ｉ０ ＝ １．这与 ｋ 为偶数时，ｉ０ ＝ ０矛盾．又 ｋｎ＋１为素数，故 ｋｎ ＋ １，􀰐
ｋ－１
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由定义 １知，当 ｎ＝ ４时，不存在 Ｆ２ｎ到 Ｆ２ 上的Ⅱ型最优正规基．
注 ２　 通过定义可以验证，当 ｎ＝４时，Ｆ２ｎ到 Ｆ２ 上的Ⅰ型最优正规基满足 ｔ０ ＝ ｔ１ ＝ ｔｎ－１ ＝１，ｔｉ ＝０（ｉ≠０，１，ｎ－１） ．
由定理 ２和注 １，注 ２，有
推论 ３　 设 Ｎ＝｛αｉ ｜ ｉ＝ ０，１，…，ｎ－１｝是 Ｆ２ｎ到 Ｆ２ 上的一个正规基，且满足 ｔ０ ＝ ｔ１ ＝ ｔｎ－１ ＝ １，ｔｉ ＝ ０（ ｉ≠０，１，
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ｎ－１），则
１） 当 ｎ＝ ４时，Ｎ 可为Ⅰ型最优正规基；
２） 当 ｎ≠４时，Ｎ 一定不是最优正规基．
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