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　 　 摘　 要：考虑函数带误差的部分线性模型，研究约束条件下参数分量的统计推断．首先提出参数的约束

估计并证明其渐进正态性；同时基于广义似然比统计量提出一种检验过程，并证明了即使在一般条件下函

数中误差的 Ｗｉｌｋｓ现象仍然存在；最后，通过数值模拟检验约束估计值的一致性和检验统计量的有效性．
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０　 引　 言

近年来，半参技术发展迅速并广泛应用到经济、金融、政治、生态等科技领域．一方面，参数模型常因设定

错误引起较大偏差，而半参技术可以减少设定错误的风险从而避免所谓的“维数灾难”；另一方面，半参技术

还拥有非参模型的灵活性．而在半参模型中，部分线性模型发展尤为迅速，为研究温度和用电量的关系，
Ｅｎｇｌｅ等率先提出了以下形式的这种模型［１］

Ｙ ＝ ＸＴβ ＋ ｇ（Ｔ） ＋ ε （１）
这里 Ｔ代表向量或矩阵的转置，Ｙ∈Ｒ１ 为响应变量，Ｘ∈Ｒｐ 和 Ｔ∈Ｒ１ 是协变量，ｇ（·）是定义在［０，１］上的未

知函数，β ＝（β１，…，βｐ） Ｔ 是未知参数变量．在协变量给定时，误差项 ε 独立且条件均值为零．但在实际应用

中，可能由于测量工具或环境因素的影响，使得协变量的测量存在误差，例如血清胆固醇水平、尿钠氯化物

水平和接触污染物程度往往受测量误差影响［２］ ．
当协变量的测量存在误差时，模型（１）被称为协变量误差模型或 ＥＶ模型．一般有 ３种 ＥＶ模型：
（ｉ）只有 Ｘ 存在测量误差，即 Ｗ＝Ｘ＋ξ；
（ｉｉ）只有 Ｔ 存在测量误差，即 Ｕ＝Ｔ＋η；
（ｉｉｉ）Ｘ 和 Ｔ 都存在测量误差，即 Ｗ＝Ｘ＋ξ，Ｕ＝Ｔ＋η．
致力于研究 ＥＶ模型参数估计和统计推断的文献也很多．为处理情形（ｉ），Ｌｉａｎｇ 等利用常用的衰减参数

校正（ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ａｔｔｅｎｕａｔｉｏｎ）研究参数估计和非参估计的性质，并证明了估计值的渐近正态性和

一致性［３］；Ｃｕｉ和 Ｌｉ利用最近邻广义二乘法（ｎｅａｒｅｓｔ ｎｅｉｇｈｂｏｒ⁃ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｌｅａｓｔ ｓｑｕａｒｅ ｍｅｔｈｏｄ）得到了参数估计

值、模型误差的方差和平滑函数［４］，Ｃｕｉ考虑了反复测量观察值时的参数估计问题［５］；赵和周利用最小二乘

和拉格朗日乘子检验进行了统计推断［６］；Ｙｏｕ等检验了统计推断的 ３ 个方面：带宽选择技术、拟合优度的检

验、基于非凹惩罚似然法的变量选择［７］；这些文献都是针对点估计进行的，当然也有很多基于经验似然构造

参数置信区间的文献［８－１０］ ．总的来说，非参误差问题比参数误差更难处理，更涉及了非参回归模型中的反卷



积技术．为研究参数估计的性质，Ｌｉａｎｇ首先将该方法推广到函数带误差的部分线性模型中［１１］ ．为了处理情形

（ｉｉ），Ｈｕａｎｇ则采用经验似然法构造了参数的置信区间［１２］；此外 Ｚｈｕ 和 Ｃｕｉ 也构造了参数估计值和非参核

估计［１３］ ．
此处重点研究参数包含辅助信息的情形（ｉｉ） ．在统计应用中，样本外得到的辅助信息可提高参数估计的

有效性，正如 Ｒａｏ等在线性模型中所述，当参数的先验信息表示成线性约束时，约束最小二乘估计比普通最

小二乘更有效［１４］ ．而当线性部分的协变量存在测量误差时，Ｗｅｉ对变系数部分线性模型做了统计推断［１５］ ．
受 Ｗｅｉ的启发，对情形（ｉｉ）在如下约束条件下作统计推断：

Ａβ ＝ ｂ （２）
Ａ 是 ｋ×ｐ 的已知矩阵，ｂ 是 ｋ×１的已知常数向量，并假定 ｒａｎｋ（Ａ）＝ ｋ＜ｐ．

第 ２节提出参数分量的约束估计和其主要性质；第 ３节对约束条件的合理性进行检验；第 ４节是数值模

拟；主要结论的假设和证明则在第 ５节给出．

１　 约束估计值的构造及其性质

为完成各种证明，需假设一些条件成立．
令 ｘｉｊ为 Ｘｉ 的第 ｊ 个分量，ｈ ｊ（ ｔ）＝ Ｅ（ｘｉｊ ｜Ｔ ｉ ＝ ｔ），ζｉｊ ＝ ｘｉｊ－ｈ ｊ（Ｔ ｉ），ζｉ ＝（ζｉ１，…，ζｉｐ） Ｔ，１≤ｉ≤ｎ，１≤ｊ≤ｐ．首先提

出平滑和超平滑的定义．
定义 １［１６］ 　 ｕ 的误差分布被称为 α 阶平滑的，如果它的特征函数 φｕ（·）满足 ｔ→∞时，

ｄ０ ｔ －α ≤ φｕ（ ｔ） ≤ ｄ１ ｔ －α

其中 ｄ０，ｄ１，α 均为正数．

定义 ２［１６］ 　 ｕ 的误差分布被称为 α 阶超平滑的，如果它的特征函数 φｕ（·）满足 ｔ→∞时，

ｄ０ ｔ －α０ｅｘｐ（ － ｔ α ／ γ） ≤ φｕ（ ｔ） ≤ ｄ１ ｔ －α１ｅｘｐ（ － ｔ α ／ γ）
这里 ｄ０，ｄ１ 同，α，γ 均为正数，α０ 和 α１ 为常数．

然后指出如下假设条件：
（Ｃ１） ｇ（·）和 ｈ ｊ（·）（１≤ｊ≤ｐ）一阶 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续；
（Ｃ２） 不可观测协变量 Ｔ 的边缘密度在区间［０，１］上从零到无穷有界，且有有界的 ｍ 阶导数，ｍ 是正整

数；误差 ｕ 的分布是平滑或超平滑的，且其特征函数 φｕ（·）不为 ０；

（Ｃ３） 核函数 Ｋ（·）对称，且为 ｍ 阶对称，即满足 Ｋ（ － ｔ） ＝ Ｋ（ ｔ），∫ ∞－∞ Ｋ（ ｔ） ｄｔ ＝ １，∫ ∞－∞ ｔｍＫ（ ｔ） ｄｔ≠０，

∫ ∞－∞ ｔ
ｊＫ（ ｔ）ｄｔ＝ ０，其中 ｊ＝ １，２，…，ｍ－１．
（Ｃ４） 误差分布满足下列两个条件之一：
（ｉ） 误差分布是 α 阶平滑的，取平滑参数 ｈ＝ｄｎ－１ ／ （２ｍ＋２α＋１），其中 ｄ＞０，２ｍ＞２α＋１，并假定对于常数 ｃ≠０，当

ｔ→∞时，ｔαφｕ（ ｔ）→ｃ，ｔα＋１φ′ｕ（ ｔ）＝ Ｏ（１），且有

∫∞
－∞

ｔ α＋１｛φＫ（ ｔ） ＋ φ′Ｋ（ ｔ）｝ｄｔ ＜ ∞，∫∞
－∞

ｔα＋１φＫ（ ｔ） ２ｄｔ ＜ ∞

　 　 （ ｉｉ） 误差分布是 α 阶超平滑的，Ｘ 和 Ｔ 相互独立，φＫ （ ｔ）在 ｔ ≤Ｍ０ 上有有界的支撑，并取 ｈ ＝

ｃ（ｌｏｇ ｎ） －１ ／ α，其中 ｃ＞Ｍ０（２ ／ γ） １ ／ α ．

（Ｃ５） ｓｕｐ０≤ｔ≤１Ｅ（ Ｘ１ ３ ｜Ｔ＝ ｔ）＜∞ ，且 Ｂ ＝^Ｅ（ζ１ζＴ１）为正定阵；

（Ｃ６） Ｅ（εｉ）＝ ０，Ｅ（ｕｉ）＝ ０（１≤ｉ≤ｎ）且 ｓｕｐ１≤ｉ≤ｎＥ（ εｉ
３＋ ｕｉ

３）＜∞ ．

假设｛（Ｘｉ，Ｕｉ，Ｙ ｉ）｝ ｎ
ｉ＝１是模型（１）的情形（ｉｉ）生成的独立同分布的随机样本，即
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Ｙ ｉ ＝ ＸＴｉ β ＋ ｇ（Ｔ ｉ） ＋ εｉ

Ｕｉ ＝ Ｔ ｉ ＋ ｕｉ
{ （３）

　 　 这里，测量误差 ｕｉ 均值为零，独立同分布，且独立于（Ｔｉ，Ｘｉ，εｉ），β∈Θ⊆Ｒｐ，（Ｘ，Ｔ）给定时 εｉ 的条件均

值为零，并假定 εｉ 同方差．另外为使模型（３）可识别，进一步要求 ｕ 有已知分布的特征函数 φｕ（·） ．

记 Ｔ 和 Ｕ 的密度函数分别为 ｆＴ（·），ｆＵ（·），定义 ｆＴ（ ｔ）的反卷积核估计为［１６］

ｆ^ｎ（ ｔ） ＝
１
ｎｈ

ｎ

ｊ ＝ １
Ｋｎ

ｔ － Ｕ ｊ

ｈ
æ

è
ç

ö

ø
÷ （４）

　 　 这里 ｈ＝ｈｎ 是带宽，Ｋｎ（ ｔ）＝ （２π）
－１ ∫ ∞－∞ ｅｘｐ（－ｉｔｓ）

φＫ（ ｓ）
φｕ（ ｓ ／ ｈ）

ｄｓ 其中 φＫ（·）是满足第 ５节一些条件的核函数

Ｋ（·）的傅里叶变换．又 ｇ（ ｔ）＝ Ｅ（Ｙ－ＸＴβ ｜Ｔ＝ ｔ），对给定的 β，ｇ（ ｔ）的估计值为［１１］

ｇｎ（ ｔ） ＝
ｎ

ｊ ＝ １
Ｗｎｊ（ ｔ）（Ｙ ｊ － ＸＴｊ β） （５）

其中 Ｗｎｊ（ ｔ）＝ （ｎｈ）
－１Ｋｎ（（ ｔ－Ｕ ｊ） ／ ｈ） ／ ｆ^ｎ（ ｔ） ．用式（５）代替式（３）中的 ｇ（ ｔ），再利用最小二乘估计，得 β 的

ｐｒｏｆｉｌｅ最小二乘估计（ＰＬＳ）为

β^ ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
β∈Θ
（（ Ｙ～ － Ｘ～ β） Ｔ（ Ｙ～ － Ｘ～ β）） ＝ （ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ ） －１ Ｘ～ Ｔ Ｙ～ （６）

　 　 Ｘ～ ＝（ ｘ～ １，…， ｘ
～

ｎ） Ｔ，Ｙ
～ ＝（ Ｙ～ １，…，Ｙ

～
ｎ） Ｔ，Ｘ

～
ｉ ＝ （ ｘ
～

ｉ１，…， ｘ
～

ｉｐ） Ｔ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，其中 ｘ～ ｉｓ ＝ ｘｉｓ－ｎ
ｊ＝１Ｗｎｊ（Ｕｉ） ｘ ｊｓ，

Ｙ～ ｉ ＝Ｙ ｉ－ｎ
ｊ＝１Ｗｎｊ（Ｕｉ）Ｙ ｊ ．因此，非参函数 ｇ（ ｔ）的估计为

ｇ^ｎ（ ｔ） ＝
ｎ

ｊ ＝ １
Ｗｎｊ（ ｔ）（Ｙ ｊ － ＸＴｊ β^） （７）

　 　 而模型误差方差的估计值定义为

σ^２ｎ ＝ １
ｎ

ｎ

ｉ ＝ １
Ｙ ｉ － ＸＴｉ β^ － ｇ^ｎ（Ｕｉ）( ) ２ （８）

　 　 下面的定理将说明式（７）和式（８）的一致性．
定理 １　 假设条件（Ｃ１）－（Ｃ６）成立，有

ｓｕｐ１≤ｉ≤ｎ ｜ ｇ^ｎ（Ｕｉ） － ｇ（Ｕｉ） ｜ ＝ ｏＰ（１） （９）
且

σ^２ｎ ＝ σ２ ＋ ｏＰ（１） （１０）
　 　 下面将用两种方法构造参数的约束估计．

１．１　 拉格朗日乘数法

Ｌｉａｎｇ证明了 ＰＬＳ估计值的一致性和渐进正态性［１１］，但并没有考虑约束条件的存在，而有效的约束可以

减少估计偏差．本节考虑约束条件（２）并在第 ３节对约束条件的合理性进行检验．首先，应用拉格朗日乘数法

构造惩罚函数

Ｑ（β，λ） ＝ （ Ｙ～ － Ｘ～ β） Ｔ（ Ｙ～ － Ｘ～ β） － ２λＴ（ｂ － Ａβ） （１１）
最小化式（１１）得到参数估计值．通过求解最优化问题，即把 Ｑ（β，λ）分别对 β 和 λ 求偏导令其为零，得到

λ^ ＝ ［Ａ（ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ ） －１ＡＴ］ －１（Ａβ^ － ｂ） （１２）
和 β 的约束 ＰＬＳ估计

β^ ｒ ＝ β^ － （ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ ） －１ＡＴ［Ａ（ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ ） －１ＡＴ］ －１（Ａβ^ － ｂ） （１３）
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这里 β^ 由式（６）给定．
由式（５），定义 ｇ（ ｔ）的非参约束估计为

ｇ^ｎｒ（ ｔ） ＝
ｎ

ｊ ＝ １
Ｗｎｊ（ ｔ）（Ｙ ｊ － ＸＴｊ β^ ｒ） （１４）

　 　 此时 σ２ 的约束估计为

σ^２ｎｒ ＝
１
ｎ

ｎ

ｉ ＝ １
Ｙ ｉ － ＸＴｉ β^ ｒ － ｇ^ｎｒ（Ｕｉ）( ) ２ （１５）

　 　 下面的定理 ２也将给出 β^ ｒ 的渐进正态性和 ｇ^ｎｒ（ ｔ）的一致性．记 ζ１ ＝Ｘ１－Ｅ（Ｘ１ ｜Ｔ１），Ｉｋ 是 ｋ×ｋ 的单位阵．
定理 ２　 （ｉ） 假设（Ｃ１）－（Ｃ５）成立，则有

ｎ （ β^ ｒ － β） →ＤＮ（０，）
　 　 这里 ＝ σ ２ＤＢ －１ＤＴ，Ｄ ＝ Ｉｐ － Ｂ －１ＡＴ［ＡＢ －１ＡＴ］ －１Ａ，其中 Ｂ ＝ Ｅ（ζ１ζＴ１）， →Ｄ 为依分布收敛．

（ｉｉ） 假设（Ｃ１－Ｃ５）成立，则有

ｓｕｐｔ∈［０，１］ ｜ ｇ^ｎｒ（ ｔ） － ｇ（ ｔ） ｜ ＝ ｏＰ（１），σ^２ｎｒ ＝ σ２ ＋ ｏＰ（１）

　 　 注：容易验证约束估计 β^ ｒ 的协方差矩阵 不大于无约束估计 β^ 的协方差矩阵 ０
＝ σ ２Ｂ －１，即

 ０
－ 非负定．

根据定理 ２（ｉ），只有估计出 β^ ｒ 的渐进协方差才能进行统计推断，从而构造置信区间．由文献［１１］和定理

１，知 ｎ －１ ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ～ ｉ Ｘ

～ Ｔ
ｉ 和 σ^ ２ｎ 分别是 Ｂ 和 σ２ 的一致估计，则 的一致估计为

＾
＝ σ^ ２ｎＤ^Ｂ^

－１Ｄ^Ｔ ，这里 Ｄ^ 为 Ｄ

的估计值，而 Ｂ 用 Ｂ^＝ｎ－１Ｘ～ ＴＸ～ 代替．此时有如下推论：
推论 １　 在定理 ２的条件下，若 β 接近参数的真值，则有

κｎ →Ｄ
χ２
ｐ

这里 κｎ ＝ｎ（ β^ ｒ－β） Ｔ（ σ^２ｎＤ^Ｂ^
－１Ｄ^Ｔ） －１（ β^ ｒ－β），χ２ｐ 是自由度为 ｐ 的卡方分布．

接下来介绍另一种构造 β 约束估计值的方法．

１．２　 方法 ２

将 Ｗｅｉ在部分线性 ＥＶ模型中得到的参数约束估计方法应用到本文的模型中［１５］，过程如下．

定义 ｐ×（ｐ－ｋ）矩阵 Ｒ 使得 ＱＴ ＝^ （ＡＴ，Ｒ）满秩且 ＡＲ＝ ０，此时 Ｒ 存在但不唯一［１７］ ．记 Ｑ－１ ＝［ＡＴ（ＡＡＴ） －１，Ｒ
（ＲＴＲ） －１］，再令 θ＝Ｑβ，则有 θ＝（θＴ１，θＴ２） Ｔ，其中 θ１ ＝Ａβ，θ２ ＝ＲＴβ．

令 Ｇ＝（ｇ（Ｔ１），…，ｇ（Ｔｎ）） Ｔ，ε＝（ε１，…，εｎ） Ｔ，知模型（１）的矢量形式为 Ｙ ＝Ｘβ＋Ｇ＋ε．再由 Ａβ ＝ ｂ，则模

型可改写为

Ｙ ＝ ＸＡＴ（ＡＡＴ） －１ｂ ＋ ＸＲ（ＲＴＲ） －１θ２ ＋ Ｇ ＋ ε （１６）
　 　 记 Ｙ∗ ＝Ｙ－ＸＡＴ（ＡＡＴ） －１ｂ，Ｘ∗ ＝ＸＲ（ＲＴＲ） －１，模型（１６）转化为部分线性模型 Ｙ∗ ＝Ｘ∗θ２＋Ｇ＋ε，即

Ｙ∗ｉ ＝ Ｘ∗Ｔ
ｉ θ２ ＋ ｇ（Ｔ ｉ） ＋ εｉ （１７）

这里 Ｙ∗ ＝（Ｙ∗１ ，…，Ｙ∗ｎ ） Ｔ，Ｘ∗ ＝（Ｘ∗１ ，…，Ｘ∗ｎ ） Ｔ ．当 Ｔｉ 可观测时，应用 ｐｒｏｆｉｌｅ最小二乘有 θ２ 的 ＰＬＳ估计：

θ２ ＝ （Ｘ∗ＴＸ∗）
－１Ｘ∗ＴＹ∗ （１８）

　 　 这里 Ｘ∗和 Ｙ∗如式（６）中所定义，但权重 Ｗｎｊ（·）的 Ｋｎ（·）却是一般核函数的重新排列．当替代变量 Ｕ
可观测时，类似于式（６）有 θ２ 的估计值
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θ^２ ＝ （ Ｘ
～ ∗Ｔ Ｘ～ ∗） －１ Ｘ～ ∗Ｔ Ｙ～ ∗ （１９）

　 　 其中 Ｘ～ ∗和 Ｙ～ ∗和式（６）的 Ｘ～ 和 Ｙ～ 类似，是 Ｘｉ，Ｙ ｉ 的代替值．既然 Ｘ～ ∗ ＝ Ｘ～Ｒ（ＲＴＲ） －１， Ｙ～ ∗ ＝ Ｙ～ －Ｘ～ＡＴ

（ＡＡＴ） －１ｂ，则有

θ^２ ＝ ＲＴＲ（ＲＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ Ｒ） －１ＲＴ Ｘ～ Ｔ Ｙ～ － ＲＴＲ（ＲＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ Ｒ） －１ＲＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ ＡＴ（ＡＡＴ） －１ｂ （２０）
　 　 又知 β ＝Ｑ－１θ，简单计算可得 β 的约束估计

β～ ｒ ＝ Ｒ（ＲＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ Ｒ） －１ＲＴ Ｘ～ Ｔ Ｙ～ ＋ ［Ｉｐ － Ｒ（ＲＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ Ｒ） －１ＲＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ ］ＡＴ（ＡＡＴ） －１ｂ （２１）
比较式（２１）和（１３），则有如下结论．

定理 ３　 如果矩阵 Ｘ～ ＴＸ～ 非奇异，则有

β～ ｒ ＝ β^ ｒ

其中 β^ ｒ，β
～

ｒ 见式（１３）（２１） ．

２　 参数的约束条件检验

考虑模型（３）线性部分参数带有约束条件的情形，对约束条件的合理性进行检验．不失一般性的考虑如

下带有线性假设的检验：
Ｈ０︰Ａβ ＝ ｂ ｖｓ Ｈ１︰Ａβ ≠ ｂ （２２）

　 　 Ｆａｎ和 Ｈｕａｎｇ提出部分变系数模型参数的 ｐｒｏｆｉｌｅ广义极大似然比检验［１８］，并证明了 Ｗｉｌｋｓ现象的存在，
即原假设成立时该统计量近似服从与 σ２ 无关的卡方分布．应用该方法检验模型（３）的式（２２），发现 Ｗｉｌｋｓ现
象仍然存在，但当线性部分存在测量误差时却不存在 Ｗｉｌｋｓ现象［１５］ ．本节检验过程如下：

原假设成立，即 Ａβ ＝ｂ 时，参数的约束估计 β^ ｒ 和非参估计 ｇ^ｎｒ（ ｔ）分别由式（１３）和式（１４）给出．相应的残

差平方和为

ＲＳＳ０ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
Ｙ ｉ － ＸＴｉ β^ ｒ － ｇ^ｎｒ（Ｕｉ）( ) ２ （２３）

　 　 而 Ｈ１ 成立时的残差平方和为

ＲＳＳ１ ＝
ｎ

ｉ ＝ １
Ｙ ｉ － ＸＴｉ β^ － ｇ^ｎ（Ｕｉ）( ) ２ （２４）

　 　 此时定义 ＧＬＲ检验统计量为［１８］

Ｔｎ ＝ ｎｌｏｇ
ＲＳＳ０
ＲＳＳ１

≈ ｎ
ＲＳＳ０ － ＲＳＳ１
ＲＳＳ１

（２５）

　 　 如果 Ｈ０ 为真，直观上 ＲＳＳ０ 和 ＲＳＳ１ 不应相差过大．所以当 ＧＬＲ 统计量较大时，应拒绝原假设．理论说明

由定理 ４给出．
定理 ４　 若检验式（２２）的原假设和（Ｃ１）－（Ｃ６）成立，则有， Ｔｎ→Ｄ

χ ２
ｋ ，这里 χ２

ｋ 是自由度为 ｋ 的卡方分布．
定理 ５　 若检验式（２２）的备则假设和（Ｃ１）－（Ｃ６）成立，则有， Ｔｎ→Ｄ

χ ２
ｋ（δ） ，这里 χ２

ｋ（δ）代表自由度为 ｋ，
非中心化的卡方随机变量，其中非中心参数为

δ ＝ ｌｉｍｎ→∞ ｎ（Ａβ － ｂ） Ｔ（σ２ＡＢ －１ＡＴ） －１（Ａβ － ｂ）
　 　 注：定理 ４说明原假设成立时，Ｔｎ 与 σ２，β 和 ｇ（·）无关，近似服从自由度为 ｋ 的卡方分布．这个定理既

提供函数带误差的部分线性模型参数分量检验的方法，也说明了 Ｗｉｌｋｓ现象依然存在．虽然只考虑了约束参

数分量的检验，但也可用类似的方法进行非参函数的检验．
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３　 数值模拟

为对约束估计值和统计量 Ｔｎ 进行检验，本节在有限样本下作数值模拟，数据由下产生

Ｙ ｉ ＝ ｘｉ１β１ ＋ ｘｉ２β２ ＋ ｇ（Ｔ ｉ） ＋ εｉ

Ｕｉ ＝ Ｔ ｉ ＋ ｕｉ
{ （２６）

　 　 这里（ｘｉ１，ｘｉ２）由相关系数为 ０．４的二维标准正态分布产生，Ｔ ｉ ～Ｎ（０．５，０．２５２），ｇ（ ｔ）＝ ｔ３＋（１－ｔ） ３＋ ．为研究误

差分布对参数估计值的影响，检验如下两种情形：ｕｉ 由双指数分布（平滑情况）产生；ｕｉ 由正态分布（超平滑

情况）产生．假设 σ２０ 为误差 ｕｉ 的方差，并取 σ２０ ＝
３
７
Ｖａｒ（Ｔ）＝ ３

１０
Ｖａｒ（Ｕ），则该信噪比可达 ０．７［１６］ ．

例 １　 双指数误差

假设误差 ｕ 有如下双指数密度函数

ｆｕ（ｕ） ＝
１
２σ０
ｅｘｐ － ２ ｕ

σ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ （２７）

核函数 Ｋ（·）是高斯核，即标准正态密度．简单计算可知式（４）中的核 Ｋｎ（·）可由如下定义

Ｋｎ（ｘ） ＝ ２π( )
－１ｅｘｐ － ｘ２ ／ ２( ) １ － （ｘ２ － １）σ２０ ／ ２ｈ２{ } （２８）

　 　 根据条件（Ｃ４）（ｉ）选取 ｈ＝ １．１６·ｓｄ（Ｔ）·ｎ－１ ／ ９ ［１９］ ．
例 ２　 正态误差

假设 ｕ～Ｎ（０，σ２０），核函数 Ｋ（·）的傅里叶变换为 φＫ（ ｔ）＝ （１－ｔ２） ３＋，根据式（４）有

Ｋｎ（ｘ） ＝
１
π ∫

１

０
ｃｏｓ（ ｔｘ）（１ － ｔ２） ３ｅｘｐ

σ２０ ｔ２

２ｈ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ （２９）

　 　 根据（Ｃ４）（ｉｉ）选取 ｈ＝ １．１σ０（ｌｏｇｎ）
－１ ／ ２ ．

３．１　 约束估计的一致性检验

在模型（２６）中，令 β１ ＝ １，β２ ＝ ３．考虑约束 ３β１＋β２ ＝ ６和模型误差 ε 分别是均匀分布、正态分布、学生 ｔ－分

布、卡方分布的情形，分别给出约束估计 β^ ｒ 和 σ^２ｎｒ的样本均方误差（ＭＳＥ）和样本标准差（ＳＤ），其中

ＭＳＥ（ β^ ｒ） ＝ Ｎ －１
Ｎ

ｋ ＝ １
β^（ｋ）ｒ － β^ ２，ＳＤ（ β^ ｒ） ＝ Ｎ －１

Ｎ

ｋ ＝ １
β（ｋ）ｒ － β ｒ

２

这里 β^（ｋ）ｒ 是运行 ｋ 次得到的 β 的约束估计，β ｒ 是所有 β^（ｋ）ｒ 的平均值， · 表示欧几里得范数．进行 Ｎ＝ １ ０００
次模拟检验其在不同样本量下的表现，结果见表 １．

表 １　 β^ ｒ 和 σ^ｎｒ的均方误差和标准差

正态误差 ｕ 双指数误差 ｕ

β^ ｒ σ^ｎｒ β^ ｒ σ^ｎｒ

ε ｎ ＭＳＥ ＳＤ ＭＳＥ ＳＤ ＭＳＥ ＳＤ ＭＳＥ ＳＤ

（ａ）

５０ ０．１０５ ９５５ ０．０８７ ８７１ ０．００１ ２８８ ０．０３５ ８３５ ０．１０３ ６５４ ０．０８６ ２４０ ０．００１ ８９９ ０．０２９ ３５３

１００ ０．０７３ ３４３ ０．０６２ ４６４ ０．００１ ０４０ ０．０３２ ０８１ ０．０７２ ２４１ ０．０６１ ０６４ ０．０００ ８８０ ０．０２３ ０５８

１５０ ０．０６０ ９４１ ０．０６５ ６５３ ０．００２ ６９５ ０．０５１ ７０３ ０．０５６ ５２１ ０．０４８ ６００ ０．０００ ５６８ ０．０１９ ８５５
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续表 １

正态误差 ｕ 双指数误差 ｕ

β^ ｒ σ^ｎｒ β^ ｒ σ^ｎｒ

ε ｎ ＭＳＥ ＳＤ ＭＳＥ ＳＤ ＭＳＥ ＳＤ ＭＳＥ ＳＤ

（ｂ）
５０ ０．１００ ７１８ ０．０８５ ２６９ ０．００３ ０１１ ０．０５４ ８６４ ０．１０４ ３４３ ０．０８８ ４７８ ０．００３ ９３４ ０．０５４ ７００
１００ ０．０７３ ３９１ ０．０６６ １６１ ０．００１ ５８９ ０．０３９ ７８９ ０．０７０ １５２ ０．０６９ ８９８ ０．００２ ７１４ ０．０４９ ２０６
１５０ ０．０６０ ６１２ ０．０５８ ２８２ ０．００４ ０４１ ０．０６３ ３５６ ０．０６０ ２４３ ０．０５９ ２７２ ０．００１ ４５９ ０．０３６ ２９８

（ｃ）
５０ ０．１００ ０９４ ０．０８４ ６３１ ０．００４ ４７１ ０．０６６ ８６２ ０．１００ ５０４ ０．０８４ ０５０ ０．００４ ４１３ ０．０５８ ５１４
１００ ０．０７２ ９２５ ０．０６４ ４７８ ０．００４ ８１２ ０．０６９ ３７０ ０．０７２ ５７２ ０．０６３ ５１３ ０．００３ ３７５ ０．０５６ ３２９
１５０ ０．０６０ ６１２ ０．０５８ ２８２ ０．００３ ６３５ ０．０６０ １１２ ０．０５８ ０８７ ０．０５４ １９８ ０．００１ ９７２ ０．０４２ ７８５

（ｄ）
５０ ０．１０１ ７１０ ０．０８６ ４３６ ０．００３ ９６３ ０．０６２ ７００ ０．１０４ ０７５ ０．０８７ ８３２ ０．００４ ６９５ ０．０６０ ８０２
１００ ０．０７２ ９５８ ０．０７１ ９２３ ０．０３０ １１６ ０．１７３ ４７４ ０．０７２ ６６４ ０．０６５ ８６１ ０．００２ ６４９ ０．０４７ ４６７
１５０ ０．０６０ １２９ ０．０６２ ５３３ ０．００２ ７４７ ０．０５２ ３０６ ０．０５９ ０６１ ０．０４９ ０６５ ０．００１ ４６４ ０．０３５ ６８２

（ａ）：Ｕ（－
３
２
，
３
２
）；（ｂ）：Ｎ（０，０．５２）；（ｃ）：

３
４
ｔ（８）；（ｄ）：

１
８
χ２
８－１．

由表 １知，当样本量增加时，均方误差和标准差在递减．说明随着样本量增多，约束估计逐渐接近真实的

参数，与结论一致．
３．２　 检验统计量有效性检验

对模型式（２６），考虑如下检验：
Ｈ０：β１ ＝ β２ｖｓＨ１：β１ ≠ β２ （３０）

关于 β１ ＝ ２，β２ ＝ ２－ｃ，ｃ＝ ０表示原假设，否则就是备则假设．
原假设成立时，对样本量为 ｎ＝ １００的情形运行 １ ０００ 次来检验统计量 Ｔｎ 是否服从定理 ４ 的 χ２

ｋ（ｋ ＝ １） ．
图 １，２分别描绘了均匀误差下例 １，例 ２的误差 Ｑ－Ｑ图，也揭示了 １ ０００ 个 ＧＬＲ 统计量的四分位数和 χ２

１ 分

布四分位数的关系，可以看出 ＧＬＲ统计量可以很好的拟合期望的卡方分布，也与之前结果一致．

图 １　 例 １的 Ｑ－Ｑ图 图 ２　 例 ２的 Ｑ－Ｑ图

为评估第 ３节提出检验过程的有效性，重复 １ ０００次得到检验统计量的功效曲线．图 ３描绘了 ＧＬＲ检验

的功效曲线，拒绝率是根据显著水平 α＝ ０．０５在不同的样本量下计算的，从图 ３ 可以看出当样本量增大时检

验效果变好，这也说明了检验过程是有效性．图 ４描绘了固定样本量 ｎ ＝ １００ 时施加不同模型误差的情形，如
图所示，模型误差时正态分布、卡方分布、学生 ｔ－分布的情形相似，但当 ｃ 离 ０ 较近时，均匀分布下的情形有

所不同．例 ２的结论类似可得（图 ５，６） ．
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图 ３　 不同样本量下例 １的功效曲线 图 ４　 不同模型误差下例 １的功效曲线

图 ５　 不同样本量下例 ２的功效曲线 图 ６　 不同模型误差下例 ２的功效曲线

４　 主要结论的假设和证明

最后在证明结论前，先介绍如下引理．
引理 １［１１］ 　 令 ξ１，ξ２，…，ξｎ 为零均值的独立随机变量，ｓｕｐ１≤ｉ≤ｎＥ ξｉ ｒ≤Ｃ＜∞ （ ｒ≥２） ．假设｛ａｋｉ，１≤ｋ，ｉ≤

ｎ｝为正数数列，其对于 ０＜ｐ１＜１满足 ｓｕｐ１≤ｋ，ｉ≤ｎ ａｋｉ ≤ｎ－ｐ１，对于 ｐ２≥ｍａｘ（０，２ ／ ｒ－ｐ１）满足 ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ ｎ

ｋ ＝ １
ａｋｉ ≤

ｎｐ２，则有 ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ 
ｎ

ｋ ＝ １
ａｋｉξ ｋ ＝ Ｏ（ｎ －ｓ ｌｏｇ ｎ） ｓ ＝ （ｐ１ － ｐ２） ／ ２ ａ．ｓ ．

引理 ２［１１］ 　 假设条件（Ｃ１）－（Ｃ５）成立，则有当 ｎ→∞时，ｎ－１Ｘ～ ＴＸ～→ＰＢ

引理 ３［１１］ 　 假设条件（Ｃ１）－（Ｃ６）成立，则有， ｎ （ β^－β）→ＤＮ（０，σ２Ｂ
－１）

引理 ４［１１］ 　 假设条件（Ｃ３）和（Ｃ５）成立，

（ｉ） 如果 Ｕ 是平滑误差，取 ２ｍ＞２α＋１，则有 ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ ｒ ｊ（Ｔ ｉ） －
ｎ

ｋ ＝ １
Ｗｎｋ（Ｕｉ） ｒ ｊ（Ｔｋ） ＝ ｏ（ｎ －１ ／ ４） ，其中 ｊ＝ ０，

１，…，ｐ，ｒ０（·）＝ ｇ（·），ｒ ｊ（·）＝ ｈ ｊ（·）（１≤ｊ≤ｐ） ．
（ｉｉ） 如 果 Ｕ 是 超 平 滑 误 差， Ｘ 和 Ｔ 独 立， （ ｉ ） 的 结 论 对 于 ｊ ＝ １， …， ｐ 仍 然 成 立， 但
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是ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ ｇ（Ｔ ｉ）－
ｎ

ｋ＝１Ｗｎｋ（Ｕｉ）ｇ（Ｔｋ） ＝ ｏ（１） ．

定理 １的证明　 首先证明式（９） ．由

ｓｕｐ１≤ｉ≤ｎ ｇ（Ｕｉ） － ｇ^ｎ（Ｕｉ） ≤ ｓｕｐ１≤ｉ≤ｎ ｇ（Ｕｉ） －
ｎ

ｊ ＝ １
Ｗｎｊ（Ｕｉ）ｇ（Ｔ ｊ） ＋

ｓｕｐ１≤ｉ≤ｎ 
ｎ

ｊ ＝ １
Ｗｎｊ（Ｕｉ）ＸＴｊ （ β^ － β） ＋ ｓｕｐ１≤ｉ≤ｎ 

ｎ

ｋ ＝ ｊ
Ｗｎｊ（Ｕｉ）ε ｊ （３１）

回顾 Ｗｎｊ（·）的定义，取 ｈ＝ｎ－１ ／ ３ ［１１］可以验证 ｍａｘ１≤ｉ，ｊ≤ｎ Ｗｎｊ（Ｕｉ） ＝ Ｏ（ｎ
－２ ／ ３） ．由条件（Ｃ３）和引理 １，取 ｒ ＝ ３，

ξｋ ＝εｋ，ａｋｉ ＝Ｗｎｋ（Ｕｉ），ｐ１ ＝ ２ ／ ３和 ｐ２ ＝ ０有

ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ 
ｎ

ｋ ＝ １
Ｗｎｋ（Ｕｉ）εｋ ＝ Ｏ（ｎ －１ ／ ３ ｌｏｇ ｎ） ａ．ｓ （３２）

利用引理 ４可知式（３１）右边第一项是 ｏ（１），中间项由条件（Ｃ５），引理 ３ 和上面的讨论知为 ｏ（１） ．再由式

（３２）即得式（９） ．

令 ｇ～ （·）＝ ｇ（·）－ｎ
ｊ＝１Ｗｎｊ（·）ｇ（Ｔ ｊ），εｉ ＝ｎ

ｊ＝１Ｗｎｊ（Ｕｉ）ε ｊ，为证明式（１０），将式（８）中的 σ^２ｎ 作如下分解

σ^２ｎ ＝ ｎ －１
ｎ

ｉ ＝ １
Ｙ～ ｉ － Ｘ～ Ｔｉ β^( ) ２ ＝

ｎ －１
ｎ

ｉ ＝ １
ε２ｉ ＋ ｎ －１

ｎ

ｉ ＝ １
（β^ － β）Ｔ Ｘ～ ｉ Ｘ

～ Ｔ
ｉ （β^ － β） ＋ ｎ －１

ｎ

ｉ ＝ １
ｇ～ ２（Ｔｉ） ＋ ｎ －１

ｎ

ｉ ＝ １
ε２ｉ － ２ｎ －１

ｎ

ｉ ＝ １
ｇ～ ２（Ｔｉ） Ｘ

～ Ｔ
ｉ （β^ － β） －

２ｎ －１
ｎ

ｉ ＝ １
（β^ － β）Ｔ Ｘ～ ｉεｉ ＋ ２ｎ

－１
ｎ

ｉ ＝ １
（β^ － β）Ｔ Ｘ～ ｉεｉ ＋ ２ｎ

－１
ｎ

ｉ ＝ １
ｇ～ （Ｔｉ）εｉ － ２ｎ

－１
ｎ

ｉ ＝ １
ｇ～ （Ｔｉ）εｉ － ２ｎ

－１
ｎ

ｉ ＝ １
εｉεｉ ＝^

Ｍｎ１ ＋ Ｍｎ２ ＋ Ｍｎ３ ＋ Ｍｎ４ － ２Ｍｎ５ － ２Ｍｎ６ ＋ ２Ｍｎ７ ＋ ２Ｍｎ８ － ２Ｍｎ９ － ２Ｍｎ１０

　 　 则只需说明 Ｍｎ１依概率收敛到 σ２，２≤ｋ≤１０时 Ｍｎｋ依概率收敛到 ０．前者可直接应用大数定律得到，后者

证明如下．

引理 ３表明 β^－β ＝ＯＰ（ｎ
－１ ／ ２），再由引理 ２可得 Ｍｎ２ ＝ ｏＰ（１） ．由引理 ４ 知 Ｍｎ３ ＝ ｏＰ（１） ．显然应用式（３２）有

Ｍｎ４ ＝ ｏＰ（１） ．既然由引理 ４ 可以得到 ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ Ｘ～ ｉ ＝ ｏＰ（ ｎ１ ／ ２），再由引理 ２，３ 易知 Ｍｎ５ ＝ ｏＰ（１） ．由 Ｃａｕｃｈｙ－
Ｓｃｈｗａｒｚ不等式和以上所述，有

Ｍｎ６ ≤ ＯＰ（ｎ
－１ ／ ２）ｎ －１

ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ～ ｉεｉ ≤ ＯＰ（ｎ

－１ ／ ２） ｎ －１
ｎ

ｉ ＝ １
Ｘ～ ｉ

２( )
１ ／ ２

ｎ －１
ｎ

ｉ ＝ １
εｉ

２( )
１ ／ ２ ＝ ｏＰ（１）

再由 ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ εｉ ＝ＯＰ（ｎ
－１ ／ ３ ｌｏｇｎ）知

Ｍｎ７ ≤ ＯＰ（ｎ
－１ ／ ２）ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ Ｘ～ ｉ ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ εｉ ＝ ｏＰ（１）

相似地可以得到 Ｍｎ８ ＝Ｍｎ９ ＝Ｍｎ１０ ＝ ｏＰ（１），证毕．
定理 ２的证明　 直接应用引理 ２和引理 ３的证明即得（ｉ），所以只需证明（ｉｉ）即可．一方面，

ｓｕｐ０≤ｔ≤１ ｇ^ｎｒ（ ｔ） － ｇ（ ｔ） ≤ ｓｕｐ０≤ｔ≤１ ｇ^ｎ（ ｔ） － ｇ（ ｔ） ＋ ｓｕｐ０≤ｔ≤１ 
ｎ

ｊ ＝ １
Ｗｎｊ（ ｔ） Ｘ

～ Ｔ
ｊ （ β^ ｒ － β）

由 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ得

ｓｕｐ０≤ｔ≤１ 
ｎ

ｊ ＝ １
Ｗｎｊ（ｔ） Ｘ

～ Ｔ
ｊ （β^ｒ － β） ≤ ｓｕｐ０≤ｔ≤１ 

ｎ

ｊ ＝ １
Ｗ２ｎｊ（ｔ）

１／ ２
· （β^ｒ － β）Ｔ

ｎ

ｊ ＝ １
Ｘ～ ｊ Ｘ

～ Ｔ
ｊ （β^ｒ － β）

１／ ２
≤

ｓｕｐ０≤ｔ≤１ Ｗｎｊ（ｔ） １／ ２ｓｕｐ０≤ｔ≤１ 
ｎ

ｊ ＝ １
Ｗｎｊ（ｔ）

１／ ２
·ＯＰ（１） ＝ ＯＰ（ｎ

－１／ ３） ＝ ｏＰ（１）

再由式（９）就得到了（ｉｉ）的第一个结论．
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另一方面，对 σ^２ｎｒ作如下分解：

σ^２ｎｒ ＝ ｎ －１
ｎ

ｉ ＝ １
（ Ｙ～ ｉ － Ｘ～ Ｔｉ β^） ２ ＋ ２ｎ

－１
ｎ

ｉ ＝ １
（ Ｙ～ ｉ － Ｘ～ Ｔｉ β^） Ｘ

～ Ｔ
ｉ （ β^ ｒ － β^） ＋ ｎ －１

ｎ

ｉ ＝ １
（ β^ ｒ － β^） Ｔ Ｘ～ ｉ Ｘ

～ Ｔ
ｉ （ β^ ｒ － β^） ＝

＾σ^２ｎ ＋ Δｎ１ ＋ Δｎ２

由（ｉ），引理 ２，σ^２ｎ 依概率收敛到 σ２（定理 １）知 Δｎ２ ＝ＯＰ（ｎ
－１），再由 Ｃａｕｃｈｙ－Ｓｃｈｗａｒｚ不等式得

Δｎ１ ≤ σ^ｎ Δｎ２
１ ／ ２ ＝ ＯＰ（ｎ

－１ ／ ２） ＝ ｏＰ（１）
　 　 证毕．

定理 ３的证明　 简单计算易知

ＲＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～

Ａ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
（ β^ ｒ － β～ ｒ） ＝ ０ （３３）

又 β～ ｒ ＝ β^ ｒ 等价于上述等式（３３）的系数矩阵非奇异，类似文献［１５］中定理 ２．２的证明即得．

定理 ４的证明　 方便起见，记 Ｐ ＝ （Ｘ～ ＴＸ～ ） －１ＡＴ ［Ａ（Ｘ～ ＴＸ～ ） －１ＡＴ］ －１，由式（１３）中 β^ ｒ 的定义，有 β^ ｒ ＝ β^－Ｐ

（Ａβ^－ｂ） ．由式（２３）将 ＲＳＳ０ 作如下分解

ＲＳＳ０ ＝ （ Ｙ
～ － Ｘ～ β^ ｒ） Ｔ（ Ｙ

～ － Ｘ～ β^ ｒ） ＝

ＲＳＳ１ ＋ ２（ Ｙ
～ － Ｘ～ β^） Ｔ Ｘ～ Ｐ（Ａβ^ － ｂ） ＋ （Ａβ^ － ｂ） ＴＰＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ Ｐ（Ａβ^ － ｂ）

（３４）

其中 ＲＳＳ１ ＝（ Ｙ
～ －Ｘ～ β^） Ｔ（ Ｙ～ －Ｘ～ β^） ．又式（３４）右边中间项为 ０，即有

ＲＳＳ０ ＝ ＲＳＳ１ ＋ （Ａβ^ － ｂ） ＴＰＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ Ｐ（Ａβ^ － ｂ） （３５）

又知 σ^２ｎ ＝ｎ
－１ＲＳＳ１，则由式（１０）和（２５）得

Ｔｎ ＝ σ －２（Ａβ^ － ｂ） ＴＰＴ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ Ｐ（Ａβ^ － ｂ） ＋ ｏＰ（１） ＝

σ －２（Ａβ^ － ｂ） Ｔ［Ａ（ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ ） －１ＡＴ］ －１（Ａβ^ － ｂ） ＋ ｏＰ（１）
（３６）

由引理 ２和引理 ３知

ｎＡ（ β^ － β） →ＤＮ（０，σ２ＡＢ
－１ＡＴ） （３７）

且

ｎＡ（ Ｘ～ Ｔ Ｘ～ ） －１ＡＴ →ＰＡＢ
－１ＡＴ （３８）

再由式（３７），即得

ｎ （Ａβ^ － ｂ ＋ Ａβ － ｂ） →ＤＮ（０，σ２ＡＢ
－１ＡＴ）

所以，在原假设成立即 Ｈ０︰Ａβ－ｂ＝ ０时，可得 Ｔｎ→Ｄ
χ２
ｋ ．证毕．

定理 ５的证明　 证明方法和定理 ４的证明相同，此处省略．
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［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｐｌａｎｎｉｎｇ ａｎｄ Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ，２０００（８６）：５１⁃６２
［１２］ ＨＵＡＮＧ Ｚ Ｓ． Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ Ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ Ｐａｒｔ ｉｎ Ｐａｒｔｉａｌｌｙ Ｌｉｎｅａｒ Ｅｒｒｏｒｓ⁃ｉｎ⁃ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｍｏｄｅｌｓ ［ Ｊ］． Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ

Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ Ｌｅｔｔｅｒｓ，２０１２（８２）：６３⁃６６
［１３］ ＺＨＵ Ｌ Ｘ，ＣＵＩ Ｈ Ｊ．Ａ Ｓｅｍｉ⁃ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ Ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ Ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ Ｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｊ］．Ｂｏａｒｄ ｏｆ ｔｈｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｓｃａｎｄｉｎａｖｉａｎ

Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，２００３（３０）：４２９⁃４４２
［１４］ ＲＡＯ Ｃ Ｒ，ＴＯＵＴＥＮＢＵＲＧ Ｈ，ＳＨＡＬＡＢＨ，ｅｔ ａｌ．Ｌｉｎｅａｒ Ｍｏｄｅｌｓ ａｎｄ Ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎｓ：Ｌｅａｓｔ Ｓｑｕａｒｅｓ ａｎｄ Ａｌｔｅｒｎａｔｉｖｅｓ［Ｍ］．Ｂｅｒｌｉｎ：

Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，２００８
［１５］ ＷＥＩ Ｃ Ｈ． Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ Ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ Ｐａｒｔｉａｌｌｙ Ｌｉｎｅａｒ Ｖａｒｙｉｎｇ Ｃｏｅｆｉｃｉｅｎｔ Ｅｒｒｏｒｓ⁃ｉｎ⁃ｖａｒｉａｂｌｅｓ Ｍｏｄｅｌｓ ［ Ｊ］． Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ

Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｐｌａｎｎｉｎｇ ａｎｄ Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ，２０１２（１４２）：２４６４⁃２４７２
［１６］ ＦＡＮ Ｊ Ｑ，ＴＲＵＯＮＧ Ｙ．Ｎｏｎｐａｒａｍｅｔｒｉｃ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ ｗｉｔｈ Ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ Ｖａｒｉａｂｌｅｓ［Ｊ］．Ｔｈｅ Ａｎｎａｌｓ ｏｆ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，１９９３（２１）：１９００⁃１９２５
［１７］ ＡＭＥＭＩＹＡ Ｔ．Ａｄｖａｎｃｅｄ Ｅｃｏｎｏｍｅｔｒｉｃｓ［Ｍ］．Ｂｏｓｔｏｎ：Ｈａｒｖａｒｄ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ Ｐｒｅｓｓ，１９８５
［１８］ ＦＡＮ Ｊ Ｑ，ＨＵＡＮＧ Ｔ．Ｐｒｏｆｉｌｅ Ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅｓ ｏｎ Ｓｅｍｉｐａｒａｍｅｔｒｉｃ Ｖａｒｙｉｎｇ⁃ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ Ｐａｒｔｉａｌｌｙ Ｌｉｎｅａｒ Ｍｏｄｅｌｓ［ Ｊ］．Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ，

２００５（１１）：１０３１⁃１０５７
［１９］ ＣＨＥＮ Ｘ，ＣＵＩ Ｈ Ｊ．Ｅｍｐｉｒｉｃａｌ Ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｉｎ ａ Ｐａｒｔｉａｌｌｙ Ｌｉｎｅａｒ Ｅｒｒｏｒｓ⁃ｉｎ⁃ｖａｒｉａｂｌｅｓ Ｍｏｄｅｌ［ Ｊ］．Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，

２０１１（４６）：７４５⁃７５７

Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ Ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ Ｐａｒｔｉａｌｌｙ Ｌｉｎｅａｒ Ｍｏｄｅｌｓ ｏｆ
Ｅｒｒｏｒｓ⁃ｉｎ⁃ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｕｎｄｅｒ Ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ＬＩ Ｍｅｎｇ⁃ｈａｎ， ＸＩＡ Ｘｉａｏ⁃ｃｈａｏ
（Ｓｃｈｏｏｌ ｏｆ Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ ４０１３３１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ ｃｏｎｓｉｄｅｒｓ ａ ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｅｒｒｏｒｓ⁃ｉｎ⁃ｆｕｎｃｔｉｏｎ． Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ ｆｏｒ ｔｈｅ
ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｕｎｄｅｒ ｒｅｓｔｒｉｃｔｉｏｎｓ ｉｓ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ａ ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｅｓｔｉｍａｔｏｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｉｓ ｄｅｒｉｖｅｄ ａｎｄ
ｉｓ ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｄ ｔｏ ｂｅ ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃ ｎｏｒｍａｌ．Ｔｈｅｎ，ａ ｔｅｓｔ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｌｉｋｅｌｉｈｏｏｄ ｒａｔｉｏ ｓｔａｔｉｓｔｉｃ ｉｓ
ｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｉｔ ｉｓ ｐｒｏｖｅｎ ｔｈａｔ ｔｈｅ Ｗｉｌｋｓ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ ｆｏｒ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｓｔｉｌｌ ｈｏｌｄｓ ｕｎｄｅｒ ｓｏｍｅ ｍｉｌｄ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ．
Ｆｉｎａｌｌｙ，ａ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ ｓｔｕｄｙ ｉｓ ｃａｒｒｉｅｄ ｏｕｔ ｔｏ ｅｘａｍｉｎｅ ｔｈｅ ｃｏｎｓｉｓｔｅｎｃｙ ｏｆ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｅｓｔｉｍａｔｏｒｓ ａｎｄ ｔｈｅ
ｖａｌｉｄｉｔｙ ｏｆ ｔｈｅ ｔｅｓｔ ｓｔａｔｉｓｔｉｃ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｐａｒｔｉａｌｌｙ ｌｉｎｅａｒ ｍｏｄｅｌ； ｅｒｒｏｒ ｉｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ； ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌ ｉｎｆｅｒｅｎｃｅ； ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄ ｅｓｔｉｍａｔｏｒ； Ｗｉｌｋｓ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ

５１第 ７期 李梦含，等：函数带误差的部分线性模型约束下的统计推断




