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Ｍ 矩阵与非负矩阵 Ｈａｄａｍａｒｄ积最小特征值的界∗
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　 　 摘　 要：给出 Ｍ 矩阵 Ａ 的逆矩阵 Ａ－１与 Ｍ 矩阵 Ｂ 的 Ｈａｄａｍａｒｄ积 Ａ 􀳱Ｂ－１的最小特征值 ｑ（Ａ 􀳱Ｂ－１）下界的

新估计式；理论证明说明估计式提高了 Ｈｏｒｎ在 １９９１年给出的结果，数值算例说明估计式提高了一些现有的

结果．
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１　 预备知识

令 Ｎ＝ １，２，…，ｎ{ }表示自然数集，Ｃｎ×ｎ（Ｒｎ×ｎ）表示 ｎ×ｎ 复 （实） 矩阵集，

下面给出将要用到的一些基础知识．

设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ，若 ａｉｊ≥０，则称 Ａ 为非负矩阵（Ａ≥０）；若 ａｉｊ≤０，ｉ≠ｊ，则称 Ａ 为 Ｚ 矩阵；进一步如果 Ａ

为 Ｚ 矩阵， 且 Ａ－１≥０，就称 Ａ 为非奇异 Ｍ 矩阵，并用 Ｍｎ 表示非奇异 Ｍ 矩阵的集合；若 Ａ 是不可约非负矩

阵，则存在正向量 ｕ 使 Ａｕ＝ ρ（Ａ）ｕ，其中 ｕ 称为 Ａ 的右 Ｐｅｒｒｏｎ特征向量；Ａ 是不可约非奇异 Ｍ 矩阵，则存在

正向量 ｖ 使 Ａｖ＝Ｔ（Ａ）ｖ，其中 ｖ 称为 Ａ 的右 Ｐｅｒｒｏｎ特征向量．

设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ，如果存在 ｎ×ｎ 置换矩阵 Ｐ，使 ＰＴＡＰ＝
Ａ１１ Ａ１２
０ Ａ２２

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ ，Ａ１１是 ｒ×ｒ 子矩阵，Ａ２２是（ｎ－ｒ）×（ｎ－

ｒ）子矩阵，１≤ｒ＜ｎ，则称 Ａ 是可约的，否则 Ａ 是不可约的．

矩阵 Ａ＝（ａｉｊ），Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ的 Ｈａｄａｍａｒｄ积为 Ａ 􀳱Ｂ＝（ａｉｊｂｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ ．
令 ｑ（Ａ）＝ ｍｉｎ｛Ｒｅ（λ）：λ∈σ（Ａ）｝表示矩阵 Ａ 的最小特征值，ρ（Ａ）表示矩阵 Ａ 的谱半径，σ（Ａ）是 Ｚ 矩

阵 Ａ 的特征值的集合．

若 Ａ，Ｂ∈Ｍｎ，Ｆｉｅｄｌｅｒ Ｍ［１］证明了 Ａ 􀳱Ｂ－１∈Ｍｎ ．

２　 主要结果

引理 １［２］ 　 设 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ∈Ｒｎ×ｎ，其中 Ｃ，Ｄ 是对角矩阵，则

Ｄ（Ａ 􀳱 Ｂ）Ｅ ＝ （ＤＡＥ） 􀳱 Ｂ ＝ （ＤＡ） 􀳱 ＢＥ ＝ （ＡＥ） 􀳱 （ＤＢ） ＝ Ａ 􀳱 （ＤＢＥ）



　 　 引理 ２［２］ 　 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ，则 Ａ 的特征值位于下列集合

∪
ｎ

ｉ ＝ １
ｚ∈ Ｃ： ｚ － ａｉｉ ≤􀰐

ｊ≠ｉ
ａｉｊ{ }

　 　 定理 １　 设 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ，Ｂ＝（ｂｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ是非奇异 Ｍ 矩阵，那么 Ｂ－１ ＝（βｉｊ）存在且 Ｂ－１≥０，则

ｑ（Ａ 􀳱 Ｂ －１） ≥ ｍａｘ ｍｉｎ
ｉ

ａｉｉβｉｉ ＋ ｍａｘｊ≠ｉ
βｉｊ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ）{ } ，ｍｉｎ

ｉ
βｉｉａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ

ａｉｊ （ρ（Ｂ
－１） － βｉｉ）{ }{ }

　 　 证明

一方面设矩阵 Ｂ－１ 􀳱Ａ 不可约，那么 Ａ，Ｂ－１也不可约，令 Ｄ＝ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ），ｄｉ＞０，因为 Ｄ－１Ｂ－１Ｄ 为非

负不可约矩阵，则存在正向量 ｕ＝（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ），使得（Ｄ－１Ｂ－１Ｄ）ｕ ＝ ρ（Ｄ－１Ｂ－１Ｄ）ｕ ＝ ρ（Ｂ－１）ｕ ，若写成分量

形式，有􀰐
ｊ≠ｉ

β ｉｊｄ ｊｕ ｊ

ｄｉｕｉ

＝ ρ（Ｂ －１） － β ｉｉ ．

再设 Ｕ＝ｄｉａｇ（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ），令 Ｃ＝（ＤＵ） －１Ｂ－１（ＤＵ），则

Ｃ ＝

β１１
ｄ２ｕ２
ｄ１ｕ１

β１２ …
ｄｎｕｎ

ｄ１ｕ１
β１ｎ

ｄ１ｕ１
ｄ２ｕ２

β２１ β２２ …
ｄｎｕｎ

ｄ２ｕ２
β２ｎ

︙ ︙ ︙
ｄ１ｕ１
ｄｎｕｎ

βｎ１

ｄ２ｕ２
ｄｎｕｎ

βｎ２ … βｎｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

这里的 Ｃ 为不约非负矩阵，

Ｃ 􀳱 Ａ ＝ （ ｓｉｊ）

β１１ａ１１
ｄ２ｕ２
ｄ１ｕ１

β１２ａ１２ …
ｄｎｕｎ

ｄ１ｕ１
β１ｎａ１ｎ

ｄ１ｕ１
ｄ２ｕ２

β２１ａ２１ β２２ａ２２ …
ｄｎｕｎ

ｄ２ｕ２
β２ｎａ２ｎ

︙ ︙ ︙
ｄ１ｕ１
ｄｎｕｎ

βｎ１ａｎ１

ｄ２ｕ２
ｄｎｕｎ

βｎ２ａｎ２ … βｎｎａｎｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

由引理 １知（ＤＵ） －１（Ｂ－１ 􀳱Ａ）（ＤＵ）＝ （ＤＵ） －１Ｂ－１（ＤＵ） 􀳱Ａ＝Ｃ 􀳱Ａ，所以 ｑ（Ｂ－１ 􀳱Ａ）＝ ｑ（Ｃ 􀳱Ａ）＝ λ，又由引理 ２ 知

存在 ｉ，使得

λ － βｉｉａｉｉ ≤􀰐
ｎ

ｊ≠ｉ
ｓｉｊ ＝􀰐

ｎ

ｊ≠ｉ

ｄ ｊｕ ｊβｉｊａｉｊ

ｄｉｕｉ

≤ ｍａｘ
ｊ≠ｉ

ａｉｊ 􀰐
ｎ

ｊ≠ｉ

ｄ ｊｕ ｊβｉｊ

ｄｉｕｉ
≤ ｍａｘ

ｊ≠ｉ
ａｉｊ （ρ（Ｂ

－１） － βｉｉ）

即

λ≥ βｉｉａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ （ρ（Ｂ

－１） － βｉｉ） ≥ ｍｉｎｉ βｉｉａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ （ρ（Ｂ

－１） － βｉｉ）{ }

　 　 另一方面设矩阵 Ａ 􀳱Ｂ－１不可约，则 Ａ，Ｂ－１也不可约，令 Ｆ＝ｄｉａｇ（ ｆ１，ｆ２，…，ｆｎ） ，ｆｉ＞０，因为 Ｆ－１ＡＦ 为不可约

非奇异 Ｍ 矩阵，则存在正向量 ｖ ＝ （ ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ），使得（Ｆ－１ＡＦ） ｖ ＝ ｑ（Ｆ－１ＡＦ） ｖ ＝ ｑ（Ａ） ｖ，写成分量形式有

􀰐
ｊ≠ｉ

ａｉｊ ｆ ｊｖｊ
ｆｉｖｉ

＝ ａｉｉ － ｑ（Ａ） ．

再设 Ｖ＝ｄｉａｇ（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ），令 Ｇ＝（ＦＶ） －１Ａ（ＦＶ），则
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Ｇ ＝

ａ１１
ｆ２ｖ２
ｆ１ｖ１

ａ１２ …
ｆｎｖｎ
ｆ１ｖ１

ａ１ｎ

ｆ１ｖ１
ｆ２ｖ２

ａ２１ ａ２２ …
ｆｎｖｎ
ｆ２ｖ２

ａ２ｎ

︙ ︙ ︙
ｆ１ｖ１
ｆｎｖｎ

ａｎ１

ｆ２ｖ２
ｆｎｖｎ

ａｎ２ … ａｎｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

Ｇ 为不可约非奇异 Ｍ 矩阵，

Ｇ 􀳱 Ｂ －１ ＝ （ ｔｉｊ） ＝

ａ１１β１１
ｆ２ｖ２
ｆ１ｖ１

ａ１２β１２ …
ｆｎｖｎ
ｆ１ｖ１

ａ１ｎβ１ｎ

ｆ１ｖ１
ｆ２ｖ２

ａ２１β２１ ａ２２β２２ …
ｆｎｖｎ
ｆ２ｖ２

ａ２ｎβ２ｎ

︙ ︙ ︙
ｆ１ｖ１
ｆｎｖｎ

ａｎ１βｎ１

ｆ２ｖ２
ｆｎｖｎ

ａｎ２βｎ２ … ａｎｎβｎｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

Ｇ 􀳱Ｂ－１也为不可约非奇异 Ｍ 矩阵，又由引理 １ 知，（ＦＶ） －１（Ａ 􀳱Ｂ－１）（ＦＶ）＝ （ＦＶ） －１Ａ（ＤＵ） 􀳱Ｂ－１ ＝ Ｇ 􀳱Ｂ－１，即
ｑ（Ａ 􀳱Ｂ－１）＝ ｑ（Ｇ 􀳱Ｂ－１）＝ λ，又由引理 ２知存在 ｉ，使得

λ － ａｉｉβｉｉ ≤ 􀰐
ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
ｔｉｊ ＝ 􀰐

ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ

ｆ ｊｖｊａｉｊβｉｊ

ｆｉｖｉ
≤ ｍａｘ

ｊ≠ｉ
βｉｊ􀰐

ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ

ｆ ｊｖｊａｉｊ

ｆｉｖｉ
≤ － ｍａｘ

ｊ≠ｉ
βｉｊ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ）

即

λ≥ ｍｉｎ
ｉ

ａｉｉβｉｉ ＋ ｍａｘｊ≠ｉ
βｉｊ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ）{ }

由 Ｈａｄａｍａｒｄ积的定义知 Ａ 􀳱Ｂ－１ ＝Ｂ－１ 􀳱Ａ，所以 ｑ（Ｂ－１ 􀳱Ａ）＝ ｑ（Ａ 􀳱Ｂ－１），即
ｑ（Ａ 􀳱 Ｂ －１） ≥ ｍａｘ ｍｉｎ

ｉ
ａｉｉβｉｉ ＋ ｍａｘｊ≠ｉ

βｉｊ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ）{ } ，ｍｉｎ
ｉ

βｉｉａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ （ρ（Ｂ

－１） － βｉｉ）{ }{ }

　 　 对于可约的情况，类似于文献［３］中定理 ２的证明．
推论 １　 设 Ａ ＝ （ ａｉｊ） ∈Ｒｎ×ｎ，Ｂ ＝ （ ｂｉｊ） ∈Ｒｎ×ｎ 是非奇异 Ｍ 矩阵，Ｂ－１ ＝ （ βｉｊ ）存在且 Ｂ－１≥０，若 βｉｉ≥

ｍａｘ
ｊ≠ｉ

βｉｊ，则

ｍａｘ
ｉ
ｍｉｎ

ｉ
ａｉｉβｉｉ ＋ ｍａｘｊ≠ｉ

βｉｊ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ）{ } ，ｍｉｎ
ｉ

βｉｉａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ （ρ（Ｂ

－１） － βｉｉ）{ }{ }≥ ｑ（Ａ） ｍｉｎ
ｉ

βｉｉ

　 　 证明

ｑ（Ａ） ｍｉｎ
ｉ

βｉｉ － ａｉｉβｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
βｉｊ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ） ≤

ｑ（Ａ）βｉｉ － ａｉｉβｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
βｉｊ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ） ＝

βｉｉ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ） － ｍａｘ
ｊ≠ｉ

βｉｊ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ） ＝

（ｑ（Ａ） － ａｉｉ）（βｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
βｉｊ）

　 　 当 βｉｉ≥ｍａｘｊ≠ｉ
βｉｊ时，ｑ（Ａ）ｍｉｎｉ βｉｉ－ａｉｉβｉｉ－ｍａｘｊ≠ｉ

βｉｊ（ｑ（Ａ）－ａｉｉ）≤０；

ｑ（Ａ） ｍｉｎ
ｉ

βｉｉ － βｉｉａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ （ρ（Ｂ

－１） － βｉｉ） ≤

ｑ（Ａ）βｉｉ － βｉｉａｉｉ ＋ ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ （ρ（Ｂ

－１） － βｉｉ） ≤

βｉｉ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ） ＋ ｍａｘ
ｊ≠ｉ

ａｉｊ ρ（Ｂ －１） － ｍａｘ
ｊ≠ｉ

ａｉｊ βｉｉ ＝

βｉｉ ｑ（Ａ） － ａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ( ) ＋ ｍａｘ

ｊ≠ｉ
ａｉｊ ρ（Ｂ －１） ≤

ρ（Ｂ －１） ｑ（Ａ） － ａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ( ) ＋ ｍａｘ

ｊ≠ｉ
ａｉｊ ρ（Ｂ －１） ＝

ρ（Ｂ －１） ｑ（Ａ） － ａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ ＋ ｍａｘ

ｊ≠ｉ
ａｉｊ( ) －１ ＝
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ρ（Ｂ －１） ｑ（Ａ） － ａｉｉ( ) ≤ ０
综合上面的分析知当 βｉｉ≥ｍａｘｊ≠ｉ

βｉｊ时，

ｍａｘ
ｉ
ｍｉｎ

ｉ
ａｉｉβｉｉ ＋ ｍａｘｊ≠ｉ

βｉｊ（ｑ（Ａ） － ａｉｉ）{ } ，ｍｉｎ
ｉ

βｉｉａｉｉ － ｍａｘｊ≠ｉ
ａｉｊ （ρ（Ｂ

－１） － βｉｉ）{ }{ }≥ ｑ（Ａ） ｍｉｎ
ｉ
βｉｉ

　 　 此处的估计式一定情况下提高了经典估计式 ｑ（Ａ 􀳱Ｂ－１）≥ｑ（Ａ）ｍｉｎ
ｉ

βｉｉ ．

３　 数值算例

设 Ａ＝

４ －１ －１ －１
－２ ５ －１ －１
０ －２ ４ －１
－１ －１ －１ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，Ｂ＝

１ －０．５ ０ ０
－０．５ １ －０．５ ０
０ －０．５ １ －０．５
０ ０ －０．５ １

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，应用 １９９１年 Ｈｏｒｎ［４］的结果：

ｑ（Ａ 􀳱 Ｂ －１） ≥ ｑ（Ａ） ｍｉｎ
ｉ

βｉｉ ＝ １．６

　 　 应用 ２００４年陈省生［５］的结果：

ｑ（Ａ 􀳱 Ｂ －１） ≥ ｑ（Ａ）ｑ（Ｂ） ｍｉｎ
ｉ

ａｉｉ

ｑ（Ａ）
＋

ｂｉｉ

ｑ（Ｂ）
－ １

æ

è
ç

ö

ø
÷
βｉｉ

ｂｉｉ
{ }≥ ２．５１６ ８

　 　 应用 ２００８年黄荣［３］的结果：

ｑ（Ａ 􀳱 Ｂ －１） ≥
１ － ρ（ＪＡ）ρ（ＪＢ）
１ ＋ ρ２（ＪＢ）
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　 　 应用此处结果：
ｑ（Ａ 􀳱 Ｂ －１） ≥ ２．７６３ ９

　 　 算例说明此处估计式提高了现有的结果．
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