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　 　 摘　 要：研究了在球上的具有临界非线性项的一类推广的薛定谔－泊松系统，此系统还含有一个在原点

和无穷原点都是渐近线性的一般非线性项；并用变分方法中的山路引理证明了其正解的存在性．
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１　 背景和主要结论

考虑下面具有临界非线性项的一类推广的薛定谔－泊松系统：
－ Δｕ ＝ ｆ（ｕ） ＋ ｑ ｕ ３ｕφ，ｘ∈ ＢＲ

－ Δφ ＝ ｑ ｕ ５，ｘ∈ ＢＲ

ｕ ＝ φ ＝ ０，ｘ∈ ∂ＢＲ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

其中 ｑ＞０， ＢＲ 是 Ｒ３ 中具以 ０点为球心，以 Ｒ＞０为半径的球． ｆ 满足如下的条件：
（ｆ１） ｆ∈Ｃ（ ， ），ｆ（０）＝ ０，ｆ（ｓ）≥０对所有的 ｓ＞０成立，ｆ（ｓ）＝ ０对所有的 ｓ＜０成立，其中 ＝｛ｓ：ｓ≥０｝；

（ｆ２） ｌｉｍ
ｓ→０＋
　 ｆ（ｓ）

ｓ
＝α∈ ３

１０
λ１，λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， ｌｉｍ

ｘ→＋∞
　 ｆ（ｓ）

ｓ
＝β∈ ０，α( ) ， 其中 λ１＞０表示（－Δ，Ｈ１０（ＢＲ））的第一个特征值，即

λ１ ＝ ｉｎｆ
０≠ｕ∈Ｈ１０（ＢＲ）

∫
ＢＲ
▽ｕ ２ｄｘ

∫
ＢＲ

ｕ ２ｄｘ
（２）

　 　 （ ｆ３） Ｆ（ ｓ）
ｓ２

关于 ｓ＞０是非减的，其中 Ｆ（ ｓ）＝ ∫ ｓ０ ｆ（ ｔ）ｄｔ；

（ｆ４） １
２
αｓ２≥Ｆ（ ｓ）≥ １

２
βｓ２， 其中 ｓ∈ ．

系统（１）来源于物理里的经典模型， 由 Ｓｃｈｒｏ．．ｄｉｎｇｅｒ方程和 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程耦合的系统（１）描述了带电粒子

在电磁场的相互作用［１］ ． 特别在寻找静电类的解时就必须解系统（１） ． 根据量子力学里的数学公式知道， 当

质量为 ｍ 电荷为 ｑ 的粒子在具有向量势 Ａ（ｘ，ｔ）和数量势 φ（ｘ，ｔ）的作用下运动， 其波函数 ψ（ｘ，ｔ）满足下面

的 Ｓｃｈｒｏ．．ｄｉｎｇｅ类方程：

ｉ ћ
２π
∂ψ
∂ｔ

＝ １
２ｍ
（ ћ
２πｉ
▽ － ｑ

ｃ
Ａ） ２ψ ＋ ωψ － ｑφ ψ ３ψ － ｆ（ψ），ｔ∈ ，ｘ∈ （３）

这里 ｉ 是虚单位， ћ 是 Ｐｌａｎｃｋ 常数， ｃ 是光在真空里的速度， ｇ 是 Ｇａｕｇｅ 不变函数． 方程 （ ３）的右边



（ ћ
２πｉ
▽－ ｑ

ｃ
Ａ） ２表示向量的数量积，即

（ ћ
２πｉ
▽ － ｑ

ｃ
Ａ） ２ψ ＝－ （ ћ

２π
） ２Δψ ＋ （ ｑ

２

ｃ２
Ａ ２ － ｑћ

２πｉｃ
ｄｉｖＡ）ψ － ｑћ

２πｉｃ
（Ａ·▽ψ）

　 　 用文献［１－３］同样的观点，考虑带电粒子在自身的电磁场里的相互作用．假定电磁场不是给定的，这样

不得不解一个未知函数为粒子的波函数和与波函数相关势函数 Ａ，φ 的系统，电磁场的势函数由下面

Ｍａｘｗｅｌｌ的方程给定：

－ ｄｉｖ（ １
ｃ
Ａｔ ＋ ▽φ） ＝ ｑ ψ ５ （４）

　 　 如果假定 Ａ＝ ０，φ 不依赖时间 ｔ 且波函数为驻波，则

ψ（ｘ，ｔ） ＝ ｕ（ｘ）ｅｘｐ（ － ２πｉωｔ
ћ
）

这里 ｕ： → ．此时 Ｍａｘｗｅｌｌ方程（４）就退化为 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程．令 ћ２ ＝ ２ｍ，根据式（３），函数 ｕ 和 φ 在 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ
边界条件下在 ＢＲ 上的系统就是系统（１） ．

定理 １　 假定 ｑ＞０和（ｆ１）－（ｆ４）成立，则系统（１）有一个正解．
注记 １　 定理 １的一类推广的薛定谔－泊松正解的存在性结论．文献［４］只研究了线性情况，即 ｆ（ ｓ）＝ ｓ；

文献［５］只研究了次临界及 ｑ＞０的情况．此处的研究是对文献［４］中研究的问题和结果的推广和补充．

用 · ｐ 表示 Ｌｐ 范数， · ＝（ ▽· ２
２＋ · ２

２）
１
２表示 Ｈ１０（ＢＲ）的范数，φ１（ｘ）＞０ 表示 λ１ 的特征函数，用

Ｃ ｉ（ ｉ＝ １，２，…）表示不同的正常数．

２　 主要结果的证明

系统（１）有变分结构，事实上，考虑泛函 Ｊ：Ｈ１０（ＢＲ）×Ｈ１０（ＢＲ）→ 且

Ｊ（ｕ，φ） ＝ １
２ ∫ＢＲ ▽ｕ ２ｄｘ － ∫

ＢＲ
Ｆ（ｕ）ｄｘ － ｑ

５ ∫ＢＲ ｕ ５φｄｘ ＋ １
１０∫ＢＲ ▽φ ２ｄｘ

由（ｆ１）（ｆ２）知 Ｊ∈Ｃ１（Ｈ１０（ＢＲ）×Ｈ１０（ＢＲ）），对任意的 ｖ，η∈Ｈ１０（ＢＲ），Ｊ 在（ｕ，φ）的偏导数为

∂Ｊ（ｕ，φ）
∂ｕ

，ｖé

ë
êê

ù

û
úú ＝ ∫

ＢＲ
▽ｕ▽ｖｄｘ － ∫

ＢＲ
ｆ（ｕ）ｖｄｘ － ｑ∫

ＢＲ
ｕ ４φｖｄｘ

∂Ｊ（ｕ，φ）
∂ｕ

，ηé

ë
êê

ù

û
úú ＝ － ｑ

５ ∫ＢＲ ｕ ５ηｄｘ ＋ １
５ ∫ＢＲ▽φ▽ηｄｘ

显然，（ｕ，φ）是系统（１）的弱解当且仅当（ｕ，φ）是 Ｊ 在 Ｈ１０（ＢＲ）×Ｈ１０（ＢＲ）上的临界点．另外泛函 Ｊ 是强无界的

（下方无界或者上方无界），但根据文献［１］介绍的思想可以克服这一困难．那就是对于每一个 ｕ∈Ｈ１０（ＢＲ），
用 Φ（ｕ）∈Ｈ１０（ＢＲ）表示问题（５）的唯一解：

－ Δφ ＝ ｑ ｕ ５，ｘ∈ ＢＲ

φ ＝ ０，ｘ∈ ∂ＢＲ
{ （５）

则映射 Φ：Ｈ１０（ＢＲ）→Ｈ１０（ＢＲ）可用隐函数
∂Ｊ（ｕ，φ）
∂ｕ

＝ ０定义，并且
∂Ｊ
∂φ

的偏导数为

∂２Ｊ
∂φ∂ｕ

（ｕ，φ） η，ω[ ] ＝ － ｑ∫
ＢＲ

ｕ ４ηωｄｘ

∂２Ｊ
∂φ∂ｕ

（ｕ，φ） η１，η２[ ] ＝ １
５ ∫ＢＲ▽φ▽η１η２ｄｘ

是连续的，所以 Φ 是 Ｃ１ 的且 Φ（ｕ）≥０．再根据式（５）和嵌入的连续性，有

∫
ＢＲ
▽Φ（ｕ） ２ｄｘ ＝ ｑ∫

ＢＲ
Φ（ｕ） ｕ ５ｄｘ （６）

和
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▽Φ（ｕ） ２ ≤
ｑ
Ｓ

ｕ ５
６ ≤

ｑ
ｓ３
▽（ｕ） ５

２

从而有

▽Φ（ｕ） ２ ≤
ｑ
Ｓ
ｕ５６ ≤

ｑ
Ｓ３
▽ｕ５２ （７）

其中 Ｓ＝ ｉｎｆ
ｖ∈Ｈ１０（ＢＲ）

▽ｖ ２
２

ｖ ２
６

．

这样就可以定义约化泛函 Ｉ：Ｈ１０（ＢＲ）→Ｒ 为 Ｉ（ｕ）＝ Ｊ（ｕ，Φ（ｕ）），考虑式（６）可得

Ｉ（ｕ） ＝ １
２ ∫ＢＲ ▽ｕ ２ｄｘ － ∫

ＢＲ
Ｆ（ｕ）ｄｘ － １

１０∫ＢＲ ▽Φ（ｕ） ２ｄｘ

显然 Ｉ 是 Ｃ１ 的，对任意 ｕ，ｖ∈Ｈ１０（ＢＲ），有

Ｉ′（ｕ），ｖ[ ] ＝ ∂Ｊ
∂ｕ
（ｕ，Φ（ｕ）），ｖé

ë
êê

ù

û
úú ＋ ∂Ｊ

∂ｕ
（ｕ，Φ（ｕ））。 Φ′（ｕ），ｖé

ë
êê

ù

û
úú ＝

∫
ＢＲ
▽ｕ▽ｖｄｘ － ∫

ＢＲ
ｆ（ｕ）ｖｄｘ － ｑ∫

ＢＲ
ｕ ３ｕΦ（ｕ）ｖｄｘ

根据文献［１］，知道（ｕ，Φ（ｕ））∈Ｈ１０（ＢＲ）×Ｈ１０（ＢＲ）是 Ｊ 的临界点当且仅当 ｕ 是 Ｉ 的临界点．
引理 １　 假定 ｆ 满足（ｆ１）－（ｆ４），则
１） 存在 ρ，ａ＞０使得 Ｉ（ｕ）≥ａ 对所有的满足 ｕ∈Ｈ１０（ＢＲ），ｕ＝ ρ 的 ｕ 成立；
２） 存在 ｅ∈ ＼Ｂρ（０）使得 Ｉ（ｅ）＜０．
证明　 １） 根据（ｆ１）－（ｆ２），对任意 ε＞０和 ｒ∈（１，５），存在 Ｃ＝Ｃ（ε）＞０使得对任意的 ｓ∈ ，有

Ｆ（ ｓ） ≤ １
２
（α ＋ ε） ｓ ２ ＋ Ｃ ｓ ｒ＋１ （８）

选取 ε＞０使得 α＋ε＜λ１ ．联合式（２）（７）（８）和 Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理，可得到

Ｉ（ｕ） ＝ １
２ ∫ＢＲ ▽ｕ ２ｄｘ － ∫

ＢＲ
Ｆ（ｕ）ｄｘ － １

１０∫ＢＲ ▽Φ（ｕ） ２ｄｘ≥

１
２ ∫ＢＲ ▽ｕ ２ｄｘ － １

２
（α ＋ ε）∫

ＢＲ
ｕ２ｄｘ － Ｃ∫

ＢＲ
ｕ ｒ＋１ｄｘ － ｑ２

１０Ｓ６
（∫

ＢＲ
▽ｕ ２ｄｘ） ５ ≥

１
２ ∫ＢＲ ▽ｕ ２ｄｘ － １

２λ１
（α ＋ ε）∫

ＢＲ
▽ｕ ２ｄｘ － Ｃ１ ｕ ｒ＋１ － ｑ２

１０Ｓ６
（∫

ＢＲ
▽ｕ ２ｄｘ） ５ ≥

１
２
（１ － １

λ１
（α ＋ ε））∫

ＢＲ
▽ｕ ２ｄｘ － Ｃ１ ｕ ｒ＋１ － ｑ２

１０Ｓ６
（∫

ＢＲ
▽ｕ ２ｄｘ） ５ ≥

１
２
（１ － １

λ１
（α ＋ ε））

λ１
１ ＋ λ１

ｕ ２ － Ｃ１ ｕ ｒ＋１ － ｑ２

１０Ｓ６
ｕ １０ （９）

从式（９）可知，存在一个充分小 ρ 和 ａ＞０，使得对所有的满足 ｕ∈Ｈ１０（ＢＲ），ｕ＝ ρ 的 ｕ 成立．
２） 因为在 ＢＲ（０）上的特征函数 φ１（ｘ）＞０，对 ｔ＞０且 ｔ→＋∞，再根据式（６）和（ ｆ４）可得

Ｉ（ ｔφ１）
ｔ２

＝ １
２ ∫ＢＲ ▽φ１ ２ｄｘ － ∫

ＢＲ

Ｆ（ ｔφ１）
ｔ２φ２１

φ２１ｄｘ － １
１０∫ＢＲ ▽Φ（ ｔφ１） ２ｄｘ≤

１
２ ∫ＢＲ ▽φ１ ２ｄｘ － β

２ ∫ＢＲφ
２
１ｄｘ － ｑｔ５

１０∫ＢＲ φ１ ５ Φ （ ｔφ１） ２ｄｘ→－ ∞

取 ｅ＝ ｔφ１，令 Ｔ 充分大，当 ｔ＞Ｔ 使得 ｅ ＞ρ 且 Ｉ（ｅ）＜０．证毕．
从引理 １可以看出泛函满足山路定理的几何结构［６］，故存在一个（ＰＳ）序列｛ｕｎ｝满足

Ｉ（ｕｎ） → ｃ ＞ ０，Ｉ′（ｕｎ） → ０当 ｎ→∞
其中 ｃ＝ ｉｎｆγ∈Γｍａｘ０≤γ≤１Ｉ（γ（τ）），Γ＝｛γ∈Ｃ（［０，１］，Ｈ１０（ＢＲ））：γ（０）＝ ０，γ（１）＝ ｅ｝是连接 ０到 ｅ 的连续路径．

定理 １的证明　 首先证明（ＰＳ）序列｛ｕｎ｝是有界序列．根据（ｆ３）和（ｆ４）可得 βｓ２≤２Ｆ（ ｓ）≤ｆ（ ｓ） ｓ．于是有
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１
２
βｓ２ ≤ Ｆ（ ｓ） ≤ １

２
ｆ（ ｓ） ｓ

对任意的 ｓ∈ 都成立．取 ２＜
２（λ１－β）
λ１－α

＜θ＜１０，则（ １
２
－ １
θ
）＋（ β

θ
－ α
２
） １
λ１
＞０．再根据｛ｕｎ｝是（ＰＳ）序列可得

ｃ ＋ ｏ（１） ＝ Ｉ（ｕｎ） － １
θ

＜ Ｉ′（ｕｎ），ｕｎ ＞ ＝

１
２

－ １
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

ＢＲ
▽ｕｎ

２ｄｘ ＋ ∫
ＢＲ
（ １
θ
ｆ（ｕｎ）ｕｎ － Ｆ（ｕｎ））ｄｘ ＋ （ １

θ
－ １
１０
） ▽φ（ｕｎ） ２

２ ≥

１
２

－ １
θ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

ＢＲ
▽ｕｎ

２ｄｘ ＋ β
θ

－ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

ＢＲ
ｕｎ

２ｄｘ≥ （ １
２

－ １
θ
） ＋ １

λ
β
θ

－ α
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ∫ＢＲ ▽ｕｎ

２ｄｘ

从而存在某个常数 Ｃ２ 使得

∫
ＢＲ
▽ｕｎ

２ｄｘ≤ Ｃ２

故由式（２）得到

ｕｎ ≤ １ ＋ １
λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｃ２

因此｛ｕｎ｝是有界的．
其次证明系统（１）有一个正解．由上面知序列｛ｕｎ｝有界，存在着一个弱收敛的子列仍然记为｛ｕｎ｝收敛到

ｕ．下面证明 ｕ≢０，用反证法．如果 ｕ≢０，则 ｕｎ
弱收敛
→ｕ 于 Ｈ１０（ＢＲ），故有 ｕｎ→０ 于 Ｌｐ（ＢＲ）（Ｐ∈［２，６）） ．根据

（ ｆ１）－（ ｆ３），∫ ＢＲ
ｆ（ｕｎ）ｕｎｄｘ→０和∫ ＢＲ

Ｆ（ｕｎ）ｄｘ→０．因为｛ｕｎ｝是（ＰＳ）序列，所以有

１
２
▽ｕｎ

２
２ －
１
１０
▽Φ（ｕｎ） ２

２ ＝ ｃ ＋ ｏ（１） （１０）

▽ｕｎ
２
２ ＝ ▽Φ（ｕｎ） ２

２ ＝ ｏ（１） （１１）
根据式（１０）、（１１）可得

▽ｕｎ
２
２ ＝
５
２
ｃ ＋ ｏ（１）

▽Φ（ｕｎ） ２
２ ＝
５
２
ｃ ＋ ｏ（１）

因为 ▽Φ（ｕｎ） ２≤
ｑ
ｓ３
▽ｕｎ

５
２，可得

ｃ≥ ２
５

Ｓ３

ｑ

现在考虑一个固定的光滑函数 φ＝φ（ ｒ）使得 φ（０）＝ １，φ′（０）＝ ０且 φ（Ｒ）＝ ０．令 ｒ＝ ｘ 和 ｕε（ ｒ）＝
φ（ ｒ）

（ε＋ｒ２）
１
２

，则

有如下的估计：

▽ｕε
２
２ ＝ Ｓ Ｋ

ε
１
２

＋ ω∫Ｒ
０

φ′（ ｒ） ２ｄｒ ＋ Ｏ（ε
１
２ ）

▽ｕε
６
６ ＝

Ｋ

ε
１
２

＋ Ｏ（ε
１
２ ）

▽ｕε
２
２ ＝ ω∫Ｒ

０
φ（ ｒ） ２ｄｒ ＋ Ｏ（ε

１
２ ）

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（１２）

其中 Ｋ 是一个正常数，ω 是 中单位球面积，这些估计见文献［７］ ．
对临界值 ｃ 进行估计．在系统（１）的第二个方程两边乘以 ｕ 然后再积分，然后用 Ｙｏｕｎｇ不等式可得

ｑ ｕ ６
６ ＝ ∫

ＢＲ
（▽Φ（ｕ），▽ ｕ ）ｄｘ≤ １

２
▽Φ（ｕ） ２

２ ＋
１
２
▽ｕ ２

２ （１３）
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可以定义 ψ，ψ ：Ｈ１０（ＢＲ）→ 如下

ψ（ｕ） ＝ ３
５ ∫ＢＲ▽ ｕ ２ｄｘ － ∫

ＢＲ
Ｆ（ｕ）ｄｘ － ｑ

５ ∫ＢＲ ｕ ６ｄｘ

ψ ＝ ３
５ ∫ＢＲ▽ ｕ ２ｄｘ － α

２ ∫ＢＲ ｕ ２ｄｘ － ｑ
５ ∫ＢＲ ｕ ６ｄｘ

根据式（１３），可得 Ｉ（ｕ）≤ψ（ｕ） ．对任意的 ｕ∈Ｈ１０（ＢＲ）有 ｃ≤ ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ１０（ＢＲ） ＼｛０｝ ｔ＞０

ｓｕｐ ψ（ ｔｕ） ．

因为 ｌｉｍ
ｔ→＋∞

ψ（ ｔｕε）＝ －∞ ，ψ（０） ＝ ０， ｌｉｍ
ｔ→０＋

ψ（ ｔｕε） ＞ ０， ｌｉｍｔ→＋∞
ψ （ ｔｕε） ＝ －∞ ，ψ （０） ＝ ０， ｌｉｍ

ｔ→０＋
ψ （ ｔｕε） ＞ ０，可得

ｓｕｐ
ｔ＞０

ψ（ ｔｕε）和ｓｕｐ
ｔ＞０

ψ （ ｔｕε）存在．再由（ｆ４）知

ｓｕｐ
ｔ ＞ ０

ψ（ ｔｕε） ≤ ｓｕｐ
ｔ ＞ ０

ψ （ ｔｕε） （１４）

令ｓｕｐ
ｔ＞０

ψ （ ｔｕε）＝ ψ （ ｔεｕε），其中 ｔε＞０并且满足

ｄψ （ ｔｕε）
ｄｔ

＝ ０

于是

ｄψ （ ｔｕε）
ｄｔ ｔ ＝ ｔε

＝
６ｔε
５
▽ｕε

２
２ － αｔε ｕε

２
２ －
６ｑｔ５ε
５

ｕε
６
６ ＝ ０

解得

ｔ ＝ １
ｕε ６

４ ６
５
▽ｕε

２
２ － α ｕε

２
２

６
５
ｑ ｕε

２
６

＝ １
ｕε ６

４ Ｓ
ｑ

＋ Ａ（φ）ε
１
２ ＋ Ｏ（ε）

其中

Ａ（φ） ＝ ω
ｑＫ∫

Ｒ

０
φ′（ ｒ） ２ － ５

６
αφ２（ ｒ）æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｒ

于是

ｓｕｐ
ｔ ＞ ０

ψ （ ｔｕε） ＝ ψ （ ｔεｕε） ＝

３ｔ２ε
５ ∫ＢＲ ▽ｕε

２ｄｘ －
αｔ２ε
２ ∫ＢＲ ｕε

２ｄｘ －
ｑｔ６ε
５ ∫ＢＲ ｕε

６ｄｘ ＝

２ｑ
５

Ｓ
ｑ

＋ Ａ（φ）ε
１
２ ＋ Ｏ（ε）æ

è
ç

ö

ø
÷

３

取 φ（ ｒ）＝ ｃｏｓ
πｒ
４Ｒ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，则

∫Ｒ
０

φ′（ ｒ） ２ｄｒ ＝ π
２

４Ｒ２∫
Ｒ

０
φ（ ｒ） ２ｄｒ

则如果 α∈ ３
１０

λ，λ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ，可得 Ａ（φ）＜０．取 ε 充分小，由式（１４）（１５）可得

ｃ ＜ ｓｕｐ
ｔ ＞ ０

ψ（ ｔｕε） ≤ ｓｕｐ
ｔ ＞ ０

ψ （ ｔｕε） ＝ ψ （ ｔεｕε） ＜ ２
５

Ｓ３

ｑ
与式（１２）相矛盾．所以 ｕ≢０．

从上面的讨论知道，当 ｎ→∞，ｕｎ
弱收敛
→ｕ 且 ｕ∈Ｈ１０（ＢＲ） ＼ ｛０｝ ．现在证明 ｕ 是系统（１）的解．因为当
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ｎ→∞，ｕｎ
弱收敛
→ｕ∈Ｈ１０（ＢＲ） ．根据（ｆ１）和（ｆ２）可得

∫Ｒ
０
ｆ（ｕｎ）φｄｘ→ ∫Ｒ

０
ｆ（ｕ）φｄｘ

由文献［５］知 ψ（ｕｎ）
弱收敛
→ψ（ｕ） ．任取 φ∈Ｈ１０（ＢＲ），由

Ｉ′（ｕｎ），φ[ ] ＝ ∫Ｒ
０
（▽ｕｎ，▽φ）ｄｘ － ∫Ｒ

０
ｆ（ｕｎ）φｄｘ － ｑ∫Ｒ

０
Ψ（ｕｎ） ｕｎ

３ｕｎφｄｘ→

∫Ｒ
０
（▽ｕｎ，▽φ）ｄｘ － ∫Ｒ

０
ｆ（ｕ）φｄｘ － ｑ∫Ｒ

０
Ψ（ｕ） ｕ ３ｕφｄｘ ＝

＜ Ｉ′（ｕ），φ ＞ ＝ ０
故（ｕ，Φ（ｕ））是系统（１）的解，令 ｕ± ＝ｍａｘ｛±ｕ，０｝ ．于是

Ｉ′（ｕ），ｕ －[ ] ＝ － ▽ｕ － ２
２ ＝ ０

故 ｕ－ ＝ ０，于是 ｕ＝ｕ＋≥０．由最大值定理可得 ｕ 是系统（１）的正解．
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