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　 　 摘　 要：介绍了等幂和问题的一些研究历史，给出了等幂和问题􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
α ｊ

ｉ ＝􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
β ｊ
ｉ（ ｊ ＝ １，２，．．．，ｎ － １） 在 ｎ ＝

４，５，６时的对称理想解的参数形式．
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１　 研究背景介绍

关于等幂和问题的研究已经有两百多年的历史了［１］，在 １７５０－１７５１年，Ｅｕｌｅｒ 和 Ｇｏｌｄｂａｃｈ 注意到，［ａ，ｂ，
ｃ，ａｂｃ］ ＝ ２［ａ＋ｂ，ａ＋ｃ，ｂ＋ｃ］．一个世纪后，１８５１年，Ｐｒｏｕｈｅｔ 发现有 ｎｋ＋１个整数可以分成 ｎ 个集合，使得每对集合

恰好是长度为 ｎｋ，度数为 ｋ 的一个解，但 Ｐｒｏｕｈｅｔ 的结果一直没被关注．等幂和问题也被称为 Ｔａｒｒｙ⁃Ｅｓｃｏｔｔ
ｐｒｏｂｌｅｍ，直到 Ｗｒｉｇｈｔ 在文献［２］中提出 Ｐｒｏｕｈｅｔ的贡献之后，该问题被称为 Ｐｒｏｕｈｅｔ⁃Ｔａｒｒｙ⁃Ｅｓｃｏｔｔ ｐｒｏｂｌｅｍ．等幂
和问题从代数和分析两个方面来看非常有趣，而其中理想解的讨论因其与计算机科学理论及组合学［３］中问
题的联系又显得格外有趣．

Ｗｒｉｇｈｔ 在 １９３４年猜想：对所有的正整数 ｎ，总可以找到一个长度为 ｎ 的理想解．但这个猜想并没有被证
明．对 ｎ＝ ２，３，４，５，全部的参数解已经找到了；ｎ＝ ６，７，８的部分参数解也找到了；ｎ ＝ ９ 时，只有两个不等价解
被发现；ｎ＝ １０时，无限组不等价解也找到了；到 ２００８年时也只有两组 ｎ ＝ １２ 的不等价解，ｎ ＝ １１ 和 ｎ≥１３ 还
没有理想解被发现．

等幂和问题是一个经典的丢番图方程，所谓“等幂和”，即给定自然数 ｎ，ｋ，ｋ＜ｎ，找到整数集 Ｚ 的两个不

同子集［α１，α２，…，αｎ］，［β１，β２，…，βｎ］，使得对 ｊ＝ １，２，…，ｋ，有􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
α ｊ

ｉ ＝􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
β ｊ

ｉ，即

α１ ＋ α２ ＋ … ＋ αｎ ＝ β１ ＋ β２ ＋ … ＋ βｎ

α２１ ＋ α２２ ＋ … ＋ α２ｎ ＝ β２１ ＋ β２２ ＋ … ＋ β２ｎ
…

αｋ
１ ＋ αｋ

２ ＋ … ＋ αｋ
ｎ ＝ βｋ

１ ＋ βｋ
２ ＋ … ＋ βｋ

ｎ

简记为［αｉ］ ＝ ｋ ［βｉ］，其中，ｎ 为解的长度，ｋ 为解的度数．当 ｋ ＝ ｎ－１ 时，等幂和问题有最大的非平凡解，称
［αｉ］ ＝ ｎ－１［βｉ］为它的理想解，将等幂和问题的解［αｉ］ ＝ ｋ［βｉ］的参数形式称为它的参数解．

除了从方程的角度来研究等幂和之外，也可以从多项式的角度研究它．
定理 １［４］ 　 由牛顿公式可得 ３个命题等价：

１）􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
α ｊ

ｉ ＝􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
β ｊ

ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｋ；

２） ｄｅｇ 􀰒
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ － α ｉ） －􀰒

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ － β ｉ）( ) ≤ ｎ － （ｋ ＋ １）；



３） （ｘ － １） ｋ＋１ 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｘα ｉ －􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｘβ ｉ ．

其中，由定理 １命题 ３） 可知，等幂和问题也可从多项式的角度来定义，即找到一个整系数多项式 Ｆ（ｘ），
使得 Ｆ（ｘ） 的长度最小且能被（ｘ － １） ｋ＋１ 整除．

称满足形式［ ± α１，…， ± α ｎ ／ ２］ ＝ｎ－１［ ± β １，…， ± β ｎ ／ ２］ 的等幂和问题的解为长度为 ｎ 的偶理想对称解，
则有

推论 １［４］ 　 由定理 １ 可得，以下 ３个命题等价：

１） 􀰐
ｎ ／ ２

ｉ ＝ １
α２ｊｉ ＝􀰐

ｎ ／ ２

ｉ ＝ １
β ２ｊｉ ，ｊ ＝ １，２，…，

ｎ － ２
２
；

２） 􀰒
ｎ ／ ２

ｉ ＝ １
（ｘ２ － α２ｉ ） －􀰒

ｎ ／ ２

ｉ ＝ １
（ｘ２ － β ２ｉ ） ＝ Ｃ，其中 Ｃ 为常数；

３） （１ － ｘ） ｎ 􀰐
ｎ ／ ２

ｉ ＝ １
（ｘα ｉ ＋ ｘ －α ｉ） －􀰐

ｎ ／ ２

ｉ ＝ １
（ｘβ ｉ ＋ ｘ －β ｉ） ．

同样地，称满足形式［α１，…，α ｎ］ ＝ｎ－１［ － α１，…， － α ｎ］ 的等幂和问题的解为长度为 ｎ 的奇理想对称解，
则有

推论 ２［４］ 　 由定理 １ 可得，以下 ３个命题等价：

１） 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
α ｊ

ｉ ＝ ０，ｊ ＝ １，３，５，…，ｎ － ２；

２） 􀰒
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ － α ｉ） －􀰒

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ ＋ α ｉ） ＝ Ｃ，其中 Ｃ 为常数；

３） （１ － ｘ） ｎ 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｘα ｉ －􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｘ －α ｉ ．

由等幂和问题的定义可知，一个解可以生成一组解，即
引理 １［４］ 　 若［α１，α２，…，αｎ］，［β１，β２，…，βｎ］是一个次数为 ｋ 的解，则［Ｍα１ ＋Ｋ，Ｍα２ ＋Ｋ，…，Ｍαｎ ＋Ｋ］，

［Ｍβ１＋Ｋ，Ｍβ２＋Ｋ，…，Ｍβｎ＋Ｋ］也是一个次数为 ｋ 的解，其中 Ｍ，Ｋ 为任意常数，称这样的两个解为等价解．
对给定的 ｎ，可以由次数为 ｋ 的解构造一个次数为 ｋ＋１的解．即
引理 ２［４］ 　 若［α１，α２，…，αｎ］，［β１，β２，…，βｎ］是一个次数为 ｋ 的解，则［α１，α２，…，αｎ，β１＋ｈ，β２＋ｈ，…，βｎ

＋ｈ］，［α１＋ｈ，α２＋ｈ，…，αｎ＋ｈ，β１，β２，…，βｎ］是一个次数为 ｋ＋１的解，其中 ｈ 为任意常数．

２　 等幂和问题的对称理想参数解

Ｊａｃｋ Ｃｈｅｒｎｉｃｋ在文献［５］中给出了长度 ｎ ＝ ２，３，…，８ 的对称参数解，此处在此基础上，给出了寻找
ｎ＝ ４，５，６时的对称理想解的另一种方法，并根据这种方法得出了一些不同的参数解．在以下讨论中，ａ，ｂ 为任
意的整数．

由推论 ２可知，长度为 ３的对称理想解可以由方程 ｘ１＋ｘ２＋ｘ３ ＝ ０ 给出，该方程的二阶齐次参数解可以表
示为 ｘ１ ＝ －ａ，ｘ２ ＝ －ｂ，ｘ３ ＝ａ＋ｂ，则［ａ＋ｂ，－ａ，－ｂ］ ＝ ２［－（ａ＋ｂ），ａ，ｂ］为 ｎ＝ ３的一个对称理想参数解．

由引理 ２及 ｎ＝ ３的对称理想解的参数形式可得
［ａ ＋ ｂ， － ａ， － ｂ， － （ａ ＋ ｂ） ＋ ｈ，ａ ＋ ｈ，ｂ ＋ ｈ］ ＝
３［ａ ＋ ｂ ＋ ｈ， － ａ ＋ ｈ， － ｂ ＋ ｈ， － （ａ ＋ ｂ），ａ，ｂ］ （１）

取 ｈ＝ａ－ｂ，则式（１）可化为
［ａ ＋ ｂ， － ａ， － ２ｂ，２ａ － ｂ］ ＝３［２ａ，ａ － ２ｂ， － （ａ ＋ ｂ），ｂ］ （２）

　 　 对式（２）应用引理 １，取 Ｍ＝ ２，Ｋ＝ －（ａ－ｂ），得
［ ± （３ａ － ｂ）， ± （ａ ＋ ３ｂ）］ ＝３［ ± （３ａ ＋ ｂ）， ± （ａ － ３ｂ）］ （３）

即式（３）是长度为 ４的一个二阶齐次对称理想参数解．
设长度为 ４的对称理想参数解［±α１，±α２］ ＝ ３［±β１，±β２］，其中

α１ ＝ ａｂ ＋ ａ ＋ ｂ － １，α２ ＝ ａｂ － ａ － ｂ － １，β１ ＝ ａｂ ＋ ａ － ｂ ＋ １，β２ ＝ ａｂ － ａ ＋ ｂ ＋ １ （４）
　 　 同样由引理 ２可得

［α１，α２， － α１， － α２，β１ ＋ ｈ，β２ ＋ ｈ， － β１ ＋ ｈ， － β２ ＋ ｈ］ ＝

４［α１ ＋ ｈ，α２ ＋ ｈ， － α１ ＋ ｈ， － α２ ＋ ｈ，β１，β２， － β１， － β２］ （５）
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　 　 取 ｈ＝ －２ａｂ－２，则式（５）可化为

［ａｂ ＋ ａ ＋ ｂ － １，ａｂ － ａ － ｂ － １， － ａｂ － ａ － ｂ ＋ １， － ａｂ ＋ ａ ＋ ｂ ＋ １， － ３ａｂ ＋ ａ － ｂ － ３， － ３ａｂ － ａ ＋ ｂ － ３］ ＝

４［ａｂ ＋ ａ － ｂ ＋ １，ａｂ － ａ ＋ ｂ ＋ １， － ａｂ ＋ ａ ＋ ｂ － ３， － ａｂ － ａ － ｂ － ３， － ３ａｂ － ａ － ｂ － １， － ３ａｂ ＋ ａ ＋ ｂ － １］ （６）
　 　 若在式（５）中取－ａｂ－ａ－ｂ＋１＝ －ａｂ＋ａ＋ｂ－３，则 ｂ＝ －ａ＋２，式（６）可化为

［ － ａ２ ＋ ２ａ ＋ １， － ａ２ ＋ ２ａ － ３，ａ２ － ２ａ ＋ ３，３ａ２ － ４ａ － ５，３ａ２ － ８ａ － １］ ＝

４［ － ａ２ ＋ ３， － ａ２ ＋ ４ａ － １，ａ２ － ２ａ － ５，３ａ２ － ６ａ － ３，３ａ２ ＋ ６ａ ＋ １］ （７）
　 　 对式（７）应用引理 １，取 Ｍ＝ １ ／ ２，Ｋ＝ －（ａ２－２ａ－１） ／ ２，得

［ － ａ２ ＋ ２ａ ＋ １， － ａ２ ＋ ２ａ － １，２，ａ２ － ａ － ２，ａ２ － ３ａ］ ＝

４［ａ２ － ２ａ － １，ａ２ － ２ａ ＋ １， － ２， － ａ２ ＋ ａ ＋ ２， － ａ２ ＋ ３ａ］ （８）
则式（８）是长度为 ５的一个一阶非齐次对称理想参数解，且由式（８），可以生成一个长度为 ５ 的二阶齐次对

称理想参数解：
［ － ａ２ ＋ ２ａｂ ＋ ｂ２， － ａ２ ＋ ２ａｂ － ｂ２，２ｂ２，ａ２ － ａｂ － ２ｂ２，ａ２ － ３ａｂ］ ＝

４［ａ２ － ２ａｂ － ｂ２，ａ２ － ２ａｂ ＋ ｂ２， － ２ｂ２， － ａ２ ＋ ａｂ ＋ ２ｂ２， － ａ２ ＋ ３ａｂ］ （９）
　 　 若在式（５）中取－３ａｂ＋ａ－ｂ－３＝ａｂ－ａ＋ｂ＋１，则 ｂ＝（ａ－１） ／ （２ａ＋１），式（６）等价于

３ａ２ － ２ａ － ３
２ａ ＋ １

，
－ ａ２ － ６ａ ＋ １
２ａ ＋ １

，
－ ３ａ２ ＋ ２ａ ＋ ３
２ａ ＋ １

，ａ
２ ＋ ６ａ － １
２ａ ＋ １

，
－ ５ａ２ － ５
２ａ ＋ １

é

ë
êê

ù

û
úú ＝

４
３ａ２ ＋ ３
２ａ ＋ １

，ａ
２ － ２ａ － ５
２ａ ＋ １

，
－ ３ａ２ － ６ａ － １
２ａ ＋ １

，
－ ５ａ２ ＋ ２ａ ＋ １
２ａ ＋ １

，
－ ａ２ ＋ ６ａ － ３
２ａ ＋ １

é

ë
êê

ù

û
úú （１０）

　 　 对式（１０）应用引理 １，取 Ｍ＝（２ａ＋１） ／ ２，Ｋ＝（ａ２＋１） ／ ２得
［２ａ２ － ａ － １， － ３ａ ＋ １， － ａ２ ＋ ａ ＋ ２，ａ２ ＋ ３ａ， － ２ａ２ － ２］ ＝

４［ － ２ａ２ ＋ ａ ＋ １，３ａ － １，ａ２ － ａ － ２， － ａ２ － ３ａ，２ａ２ ＋ ２］ （１１）
式（１１）是长度为 ５ 的一个对称理想参数解，且由式（１１），可以生成一个长度为 ５ 的二阶齐次对称理想参

数解：
［２ａ２ － ａｂ － ｂ２， － ３ａｂ ＋ ｂ２， － ａ２ ＋ ａｂ ＋ ２ｂ２，ａ２ ＋ ３ａｂ， － ２ａ２ － ２ｂ２］ ＝

４［ － ２ａ２ ＋ ａｂ ＋ ｂ２，３ａｂ － ｂ２，ａ２ － ａｂ － ２ｂ２， － ａ２ － ３ａｂ，２ａ２ ＋ ２ｂ２］ （１２）
　 　 对式（１２）再应用引理 ２及引理 １，取 ｈ＝ －２ａ２－２ａｂ＋２ｂ２，Ｍ＝ １，Ｋ＝ａ２＋ａｂ－ｂ２，则式（１２）可化为

［ ± （ａ２ － ａｂ ＋ ３ｂ２）， ± （３ａ２ － ２ｂ２）， ± （２ａ２ ＋ ４ａｂ － ｂ２）］ ＝

５［ ± （３ａ２ ＋ ａｂ ＋ ｂ２）， ± （２ａ２ － ３ｂ２）， ± （ａ２ ＋ ４ａｂ － ２ｂ２）］ （１３）
即式（１３）是长度为 ６的一个二阶齐次对称理想参数解．
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