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　 　 摘　 要：运用临界点理论中的 Ｅｋｅｌａｎｄ 变分原理和山路定理以及一些分析技巧证明了一类非齐次

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｐｏｉｓｓｏｎ系统在 Ｒ３上的多重解是存在的．
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１　 预备和主要结果

考虑如下 Ｒ３上的一类非齐次 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｐｏｉｓｓｏｎ系统：

－ ａ ＋ ｂ∫
Ｒ３

ｕ ２ｄｘ( ) Δｕ ＋ Ｖ（ｘ）ｕ ＋ ϕｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ） ＋ ｈ（ｘ），ｘ∈ Ｒ３

－ Δϕ ＝ ｕ２，ｘ∈ Ｒ３

ì

î

í
ïï

ïï
（１）

其中 ｕ，ϕ：Ｒ３→Ｒ，ｆ：Ｒ３×Ｒ→Ｒ 是连续函数，ｈ∈Ｌ２（Ｒ３），将研究此系统的多重解．目前为止，文献［１］研究了单

个的 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程的多重解，还没人研究 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｐｏｉｓｓｏｎ 系统的多重解．此处将给出系统（１）的多重解的

存在性结论．假设如下：
（Ｖ１） Ｖ∈Ｃ（Ｒ３，Ｒ）满足 ｉｎｆ

ｘ∈Ｒ３
Ｖ（ ｘ）≥ａ１ ＞０， 这里 ａ１ ＞０ 是一个常数，而且对任何 Ｍ＞０，ｍｅａｓ（｛ ｘ∈Ｒ３：

Ｖ（ｘ）≤Ｍ｝）＜∞ ，这里 ｍｅａｓ是 Ｒ３上的 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度；
（ｆ１） ｆ∈Ｃ（Ｒ３×Ｒ，Ｒ），且对 ２＜ｐ＜６，ａ２＞０， ｆ（ｘ，ｚ） ≤ａ２ １＋ ｚ ｐ－１( ) ，ａ．ｅ．ｘ∈Ｒ３，ｚ∈Ｒ；

（ｆ２） 存在 μ＞４，使得 μＦ（ｘ，ｚ） ＝ μ∫ｚ
０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ≤ ｚｆ（ｘ，ｚ），ｘ∈ Ｒ３，ｚ∈ Ｒ ；

（ｆ３） ｆ（ｘ，ｚ） ／ ｚ→０，当 ｚ→０，一致地对 ｘ∈Ｒ３成立；
（ｆ４） ｉｎｆ

ｘ∈Ｒ３， ｚ ＝１
Ｆ（ｘ，ｚ）＞０．

在阐述主要结果之前，给出几个符号的定义．定义函数空间 Ｈ１（Ｒ３），Ｄ１，２（Ｒ３）是 Ｓｏｂｏｌｅｖ 空间，范数分别

定义为

ｕ Ｈ１ ＝ ∫
Ｒ３

ｕ ２ ＋ ｕ２( ) ｄｘ[ ]
１
２ ， ｕ∈ Ｈ１（Ｒ３）

ｕ Ｄ１，２ ＝ ∫
Ｒ３

ｕ ２ｄｘ[ ]
１
２ ， ｕ∈ Ｄ１，２（Ｒ３）



另外，记· ｐ 表示 Ｌｐ（Ｒ３）（１≤ｐ≤∞）的范数．

设 Ｅ ＝ ｛ｕ∈ Ｈ１（Ｒ３）：∫
Ｒ３

ｕ ２ ＋ Ｖ（ｘ）ｕ２( ) ｄｘ ＜ ∞｝ ，则 Ｅ 是具有内积和范数

（ｕ，ｖ） Ｅ ＝ ∫
Ｒ３

ｕ· ｖ ＋ Ｖ（ｘ）ｕｖ( ) ｄｘ， ｕ Ｅ ＝ （ｕ，ｕ）
１
２
Ｅ
＝ ∫

Ｒ３
ｕ ２ ＋ Ｖ（ｘ）ｕ２( ) ｄｘ[ ]

１
２

的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．显然，嵌入 Ｅ⊂
⇀
Ｌｓ（Ｒ３）对任何 ｓ∈［２，６］是连续的．主要结果如下：

定理 １　 设假设（Ｖ１），（ｆ１）－（ｆ４）成立，ｈ∈Ｌ２（Ｒ３）满足 ｈ≠０，则存在常数 ｍ０＞０，使得当 ｈ Ｌ２＜ｍ０ 时，问
题（１）至少有两个不同的解．

２　 几个引理

系统（１）具有变分结构，设 Ｆ（ｘ，ｚ） ＝ ∫ｚ
０
ｆ（ｘ，ｙ）ｄｙ ，定义 Ｊ：Ｅ×Ｄ１，２（Ｒ３）→Ｒ 如下：

Ｊ（ｕ，ϕ） ＝ ａ
２ ∫Ｒ３ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ

４ ∫Ｒ３ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )
２
＋ １
２ ∫Ｒ３Ｖ（ｘ）ｕ２ｄｘ ＋

１
２ ∫Ｒ３ϕｕ２ｄｘ － ∫

Ｒ３
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ － ∫

Ｒ３
ｈ（ｘ）ｕｄｘ － １

４ ∫Ｒ３ ｜ ϕ ｜ ２ｄｘ
（２）

其中 ｕ∈Ｅ，ϕ∈Ｄ１，２（Ｒ３），则 Ｊ∈Ｃ１（Ｅ×Ｄ１，２（Ｒ３），Ｒ） ．对任意 ｖ∈Ｅ，ω∈Ｄ１，２（Ｒ３）有
∂Ｊ（ｕ，ϕ）
∂ｕ

，ｖ ＝ ａ ＋ ｂ∫
Ｒ３

ｕ ２ｄｘ( ) ∫
Ｒ３

ｕ· ｖｄｘ ＋ ∫
Ｒ３
Ｖ（ｘ）ｕｖｄｘ ＋

∫
Ｒ３
ϕｕｖｄｘ － ∫

Ｒ３
ｆ（ｘ，ｕ）ｖｄｘ － ∫

Ｒ３
ｈ（ｘ）ｖｄｘ （３）

∂Ｊ（ｕ，ϕ）
∂ϕ

，ω ＝ １
２ ∫Ｒ３（ ϕ· ω － ｕ２ω）ｄｘ

　 　 对任意 ｕ∈Ｅ，Ｌａｘ⁃Ｍｉｌｇｒａｍ定理［２］暗示了存在唯一的正解 ϕｕ∈Ｄ１，２（Ｒ３），使得－Δϕｕ ＝ｕ２，并且 ϕｕ 具有显

式表达式：

ϕｕ（ｘ） ＝ ∫
Ｒ３
ｕ２（ｙ） ｜ ｘ － ｙ ｜ －１ｄｙ≥ ０ （４）

　 　 这样把 ϕｕ 代入系统（１）的第一个方程可得

－ ａ ＋ ｂ∫
Ｒ３

ｕ ２ｄｘ( ) Δｕ ＋ Ｖ（ｘ）ｕ ＋ ϕｕｕ ＝ ｆ（ｘ，ｕ） ＋ ｈ（ｘ），ｘ∈ Ｒ３ （５）

于是系统（１）转化成单个的非齐次 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ方程（５） ．考虑泛函 Ｉ：Ｅ→Ｒ，定义 Ｉ（ｕ）＝ Ｊ（ｕ，ϕｕ） ．由系统（１）的

第二个方程，则 ∫
Ｒ３

｜ ϕｕ ｜ ２ｄｘ ＝ ∫
Ｒ３
ϕｕｕ２ｄｘ ，代入泛函 Ｊ 的表达式，得到方程（５）的约化泛函：

Ｉ（ｕ） ＝ ａ
２ ∫Ｒ３ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ

４ ∫Ｒ３ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )
２
＋ １
２ ∫Ｒ３Ｖ（ｘ）ｕ２ｄｘ ＋

１
４ ∫Ｒ３ϕｕｕ２ｄｘ － ∫

Ｒ３
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ － ∫

Ｒ３
ｈ（ｘ）ｕｄｘ

（６）

由假设知 Ｉ 是 Ｃ１ 泛函，且对任意 ｖ∈Ｅ，有

〈 Ｉ′（ｕ），ｖ〉 ＝ ａ ＋ ｂ∫
Ｒ３

ｕ ２ｄｘ( ) ∫
Ｒ３

ｕ· ｖｄｘ ＋

∫
Ｒ３
Ｖ（ｘ）ｕｖｄｘ ＋ ∫

Ｒ３
ϕｕｕｖｄｘ － ∫

Ｒ３
ｆ（ｘ，ｕ）ｖｄｘ － ∫

Ｒ３
ｈ（ｘ）ｖｄｘ

（７）

成立．因此，如果 ｕ∈Ｅ 是泛函 Ｉ 的临界点，则（ｕ，ϕｕ）是系统（１）的解且 ϕｕ 满足－Δϕｕ ＝ｕ２ ．
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在证明主要定理之前，给出一些有用的引理．
引理 １［２］ 　 设假设（Ｖ１）成立，则嵌入 Ｅ⊂

⇀
Ｌｓ（Ｒ３）对任何 ｓ∈［２，６）是紧的．

引理 ２　 设假设（Ｖ１），（ｆ１）和（ｆ３）成立，取 ｈ∈Ｌ２（Ｒ３），则存在常数 ρ，α，ｍ０＞０，使得Ｉ（ｕ） ｕ Ｅ＝ρ≥α 对

所有满足 ｈ Ｌ２＜ｍ０ 的 ｈ 成立．

证明　 由假设（ｆ３）和（ｆ１）及等式 Ｆ（ｘ，ｚ） ＝ ∫１
０
ｆ（ｘ，ｔｚ） ｚｄｔ 知

Ｆ（ｘ，ｚ） ＝ ∫１
０
ｆ（ｘ，ｔｚ） ｚｄｔ≤ ∫１

０
２ε ｚ ＋

ａ２
δｐ－１

＋ ａ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｚ ｐ－１é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｚ ｄｔ ＝ ε ｚ ２ ＋ Ｃε ｚ ｐ

对任何 ｘ∈Ｒ３和 ｚ∈Ｒ 成立，这里 Ｃε ＝

ａ２
δｐ－１
＋ａ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｐ
，ｐ∈（２，６） ．

故由 ｂ≥０，ϕｕ≥０，Ｈöｌｄｅｒ不等式及嵌入 Ｅ⊂
→
Ｌｓ（Ｒ３）对任何 ｓ∈［２，６］是连续的，有

Ｉ（ｕ） ＝ ａ
２ ∫Ｒ３ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂ

４ ∫Ｒ３ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ( )
２
＋ １
２ ∫Ｒ３Ｖ（ｘ）ｕ２ｄｘ ＋ １

４ ∫Ｒ３ϕｕｕ２ｄｘ －

∫
Ｒ３
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ － ∫

Ｒ３
ｈ（ｘ）ｕｄｘ≥ ｕＥ

ｍｉｎ｛ａ，１｝
２

－ ε
ａ１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ Ｅ － ａ３ ｕ ｐ－１

Ｅ － １
ａ１

ｈＬ２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

其中 ａ３＞０是一个常数，ａ１ 是位势 Ｖ 的下界．取 ε ＝ ａ１·
ｍｉｎ｛ａ，１｝
４

，并且定义函数 ｇ（ ｔ）＝ ｍｉｎ｛ａ，１｝
４

ｔ－ａ３ ｔｐ
－１，

ｔ≥０．故存在 ρ＞０满足ｍａｘ
ｔ≥０

ｇ（ ｔ）＝ ｇ（ρ）＞０．取 ｍ０ ＝
１
２

ａ１ ｇ（ρ），则存在常数 α＞０，使得 Ｉ（ｕ） ｕ Ｅ＝ρ≥α 对所有

满足 ｈ Ｌ２＜ｍ０ 的 ｈ 成立．
引理 ３　 设假设（Ｖ１），（ｆ２）和（ｆ４）成立，则存在函数 ｖ∈Ｅ， ｖ Ｅ＞ρ，使得 Ｉ（ｖ）＜０，这里 ρ 由引理 ２给出．

证明　 令 Ｋ（ ｔ） ＝ ｔ－μＦ（ ｘ， ｔｚ） －Ｆ（ ｘ，ｚ）， ｔ≥１，则由假设（ ｆ２），Ｋ（ ｔ）≥Ｋ（１） ＝ ０，当 ｔ≥１，即 Ｆ（ ｘ， ｔｚ）≥
ｔμＦ（ｘ，ｚ），ｘ∈Ｒ３，ｔ≥１．这样，当 μ＞４，且由式（４）及假设（ｆ４），有

Ｉ（ ｔｕ） ≤ ａｔ２

２ ∫Ｒ３ ｜ ｕ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂｔ４

４
（∫

Ｒ３
｜ ｕ ｜ ２( ) ２ｄｘ ＋ ｔ２

２ ∫Ｒ３Ｖ（ｘ）ｕ２ｄｘ ＋ ｔ４

４ ∫Ｒ３ϕｕｕ２ｄｘ －

ｔμ∫
Ｒ３
Ｆ（ｘ，ｕ）ｄｘ － ｔ∫

Ｒ３
ｈ（ｘ）ｕｄｘ→－ ∞

当 ｔ→＋∞对，ｕ∈Ｅ，ｕ≠０成立．因此，当 ｕ≠０时，存在 ｔ０＞０充分大，使得 ｔ０ｕ Ｅ＞ρ 满足 Ｉ（ ｔ０ｕ）＜０，取 ｖ＝ ｔ０ｕ，引
理 ３得证．

引理 ４　 设假设（Ｖ１），（ｆ１）和（ｆ３）成立，｛ｕｎ｝⊂Ｅ 是 Ｉ 的一个有界 ＰＳ序列，则｛ｕｎ｝在 Ｅ 中有一个强收敛

子列．
证明　 设｛ｕｎ｝⊂Ｅ 满足 Ｉ（ｕｎ）→ｃ，ｎ＝ １，２，…，Ｉ′（ｕｎ）→０，当 ｎ→∞，在 Ｅ∗中，ｓｕｐ

ｎ
ｕｎ Ｅ＜＋∞ ，则｛ｕｎ｝存在

弱收敛于 ｕ 的子列，仍记为｛ｕｎ｝ ．根据引理 １，在 Ｌｓ（Ｒ３）中，ｕｎ→ｕ，ｓ∈［２，６） ．由式（７）及 ｂ≥０，有

〈 Ｉ′（ｕｎ） － Ｉ′（ｕ），ｕｎ － ｕ〉 ≥ ｍｉｎ｛ａ，１｝ ｕｎ － ｕ ２
Ｅ －

ｂ ∫
Ｒ３

｜ ｕ ｜ ２ｄｘ － ∫
Ｒ３

｜ ｕｎ ｜ ２ｄｘ( )·∫
Ｒ３

ｕ· （ｕｎ － ｕ）ｄｘ －

∫
Ｒ３
（ ｆ（ｘ，ｕｎ） － ｆ（ｘ，ｕ））（ｕｎ － ｕ）ｄｘ ＋ ∫

Ｒ３
（ϕｕｎｕｎ － ϕｕｕ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ

则
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０ ≤ ｍｉｎ｛ａ，１｝ ｕｎ － ｕ ２
Ｅ ≤ Ｉ′（ｕｎ） － Ｉ′（ｕ），ｕｎ － ｕ[ ] ＋

ｂ（∫
Ｒ３

｜ ｕ ｜ ２ｄｘ － ∫
Ｒ３

｜ ｕｎ ｜ ２ｄｘ）∫
Ｒ３

ｕ· （ｕｎ － ｕ）ｄｘ ＋

∫
Ｒ３
（ ｆ（ｘ，ｕｎ） － ｆ（ｘ，ｕ））（ｕｎ － ｕ）ｄｘ － ∫

Ｒ３
（ϕｕｎｕｎ － ϕｕｕ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ

（８）

显然，由于 ｕｎ⇀ｕ，当 ｎ→∞，且 Ｉ 是 Ｃ１ 泛函，则
〈 Ｉ′（ｕｎ） － Ｉ′（ｕ），ｕｎ － ｕ〉 → ０，ｎ→∞ （９）

根据假设（ｆ１）（ｆ３）以及 Ｈöｌｄｅｒ不等式，有

０ ≤ ∫
Ｒ３
（ ｆ（ｘ，ｕｎ） － ｆ（ｘ，ｕ））（ｕｎ － ｕ）ｄｘ≤

∫
Ｒ３
［（ ｕｎ ＋ ｕ ） ＋ ａ４（ ｕｎ

ｐ－１ ＋ ｕ ｐ－１）］ ｕｎ － ｕ ｄｘ≤

（ ｕｎ Ｌ２ ＋ ｕ Ｌ２） ｕｎ － ｕ Ｌ２ ＋ ａ４（ ｕｎ
ｐ－１
Ｌｐ ＋ ｕ ｐ－１

Ｌｐ ） ｕｎ － ｕ Ｌｐ

因为在 Ｌｓ（Ｒ３）中，ｕｎ→ｕ，当 ｎ→∞，ｓ∈［２，６），故

∫
Ｒ３
（ ｆ（ｘ，ｕｎ） － ｆ（ｘ，ｕ））（ｕｎ － ｕ）ｄｘ→ ０，ｎ→∞ （１０）

因为 ϕｕｎ Ｄ１，２（Ｒ３）≤Ｃ２ ｕ ２
Ｌ１２ ／ ５，又因为在 Ｌｓ（Ｒ３）中，ｕｎ→ｕ，对任何 ｓ∈［２，６）成立，所以 ∫

Ｒ３
ϕｕｎｕｎ（ｕｎ － ｕ）ｄｘ ≤

Ｃ１Ｃ２ ｕｎ
２
Ｌ１２ ／ ５ ｕｎ Ｌ３ ｕｎ － ｕ Ｌ２ → ０，同理 ∫

Ｒ３
ϕｕｕ（ｕｎ － ｕ）ｄｘ → ０．于是

∫
Ｒ３
（ϕｕｎｕｎ － ϕｕｕ）（ｕｎ － ｕ）ｄｘ→ ０，ｎ→∞ （１１）

　 　 定义线性泛函 ｇ：Ｅ→Ｒ 如下： ｇ（ｗ） ＝ ∫
Ｒ３

ｕ· ｗｄｘ ．由于 ｇ（ｗ） ≤ ｕ Ｅ ｗ Ｅ，故 ｇ 是 Ｅ 上的连续泛函．

又由于在 Ｅ 中，ｕｎ⇀ｕ，所以 ｇ（ｕｎ）→ｇ（ｕ） ．这样，由于｛ｕｎ｝在 Ｅ 中有界，则当 ｎ→∞时，

ｂ（∫
Ｒ３

ｕ ２ｄｘ － ∫
Ｒ３

ｕｎ
２ｄｘ）∫

Ｒ３
ｕ· （ｕｎ － ｕ）ｄｘ→ ０ （１２）

由式（８）－（１２）知， ｕｎ－ｕ Ｅ→０，当 ｎ→∞ ．证毕．

３　 定理的证明

定理 １的证明分两步．
第一步，存在一个函数 ｕ０∈Ｅ，使得 Ｉ′（ｕ０）＝ ０且 Ｉ（ｕ０）＜０．因为对（ｘ，ｚ）∈Ｒ３×Ｒ，令 ｈ（ ｔ）＝ Ｆ（ｘ，ｔ－１ ｚ） ｔμ，

ｔ∈［１，＋∞ ） ．由假设（ｆ２）和（ｆ４），有
Ｆ（ｘ，ｚ） ≥ Ｆ（ｘ， ｚ －１ｚ） ｚ μ ≥ ａ５ ｚ μ （１３）

其中 ａ５ ＝ ｉｎｆ
ｘ∈Ｒ３， ｚ ＝１

Ｆ（ｘ，ｚ）＞０．由假设（ｆ３）和（ｆ１），对 ａ．ｅ．ｘ∈Ｒ３及 ０≤ ｚ ≤１，有

Ｆ（ｘ，ｚ） ＝ ∫１
０
ｆ（ｘ，ｔｚ）（ ｔｚ） ｔ －１ｄｔ≥－ １

２
（Ｍ１ ＋ １） ｚ ２ （１４）

取 ａ６ ＝
１
２
（Ｍ１＋１）ａ５＞０，则由假设（１３）和（１４）得 Ｆ（ｘ，ｚ）≥ａ５ ｚ μ－ａ６ ｚ ２，ａ．ｅ．ｘ∈Ｒ３，ｚ∈Ｒ．由于 ｈ∈Ｌ２（Ｒ３）且

ｈ≠０，故可以选择一个函数 ψ∈Ｅ，使得 ∫
Ｒ３
ｈ（ｘ）ψ（ｘ）ｄｘ ＞ ０．从而，当 ｔ＞０足够小时，有

９２第 ５期 张金玲，等：Ｒ３ 上的一类非齐次 Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ⁃Ｐｏｉｓｓｏｎ系统的多重解



Ｉ（ ｔψ） ≤ ａｔ２

２ ∫Ｒ３ ｜ ψ ｜ ２ｄｘ ＋ ｂｔ４

４ ∫Ｒ３ ｜ ψ ｜ ２ｄｘ( )
２
＋ ｔ２

２ ∫Ｒ３Ｖ（ｘ）ψ２ｄｘ ＋

ｔ２

４ ∫Ｒ３ϕｕｕ２ｄｘ － ａ５ ｔμ ψ Ｌｕ
μ ＋ ａ６ ｔ２ ψ Ｌ２

２ － ｔ∫
Ｒ３
ｈ（ｘ）ψｄｘ ＜ ０

这样，有 ｃ０ ＝ ｉｎｆ｛ Ｉ（ｕ）：ｕ∈Ｂρ｝＜０，这里 ρ＞０由引理 ２给出，Ｂρ ＝｛ｕ∈Ｅ： ｕ Ｅ＜ρ｝ ．

由 Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理［３］，存在一个序列｛ｕｎ｝⊂Ｂρ，使得 ｃ０≤Ｉ（ｕｎ） ＜ｃ０ ＋
１
ｎ
，且对任何 ω∈Ｂρ，有 Ｉ（ω）≥

Ｉ（ｕｎ）－
１
ｎ

ω－ｕｎ Ｅ，则｛ｕｎ｝是 Ｉ 的一个有界 ＰＳ序列．故由引理 ４ 知，存在一个函数 ｕ０∈Ｅ，使得 Ｉ′（ｕ０）＝ ０ 且

Ｉ（ｕ０）＝ ｃ０＜０．

第二步，存在一个泛函ｕ０ ∈Ｅ，使得 Ｉ′（ｕ０ ）＝ ０且 Ｉ（ｕ０ ）＜０．

由引理 ２和引理 ３及山路引理，存在序列｛ｕｎ｝⊂Ｅ，使得 Ｉ（ｕｎ）→ｃ０ ＞０ 且 Ｉ′（ｕｎ）→０．根据引理 ４，只需证

明｛ｕｎ｝在 Ｅ 中有界．由 μ＞４及假设（ｆ２），有

ｃ０ ＋ １ ＋ ｕｎ Ｅ ≥ Ｉ（ｕｎ） － １
μ

＜ Ｉ′（ｕｎ），ｕｎ ＞≥ ｍｉｎ｛ａ，１｝ １
２

－ １
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｕ ２

Ｅ ＋

ｂ １
４

－ １
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∫

Ｒ３
｜ ｕｎ ｜ ２ｄｘ( )

２
＋ １

μ
－ １æ

è
ç

ö

ø
÷
１
ａ１

ｈ Ｌ２ ｕｎ Ｅ ≥ ｃ１ ｕ ２
Ｅ － ｃ２ ｕ Ｅ

对足够大的 ｎ 成立，这里 ｃ１ ＝ｍｉｎ｛ａ，１｝
１
２
－ １
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞０，ｃ２ ＝

１
μ
－１æ

è
ç

ö

ø
÷
１
ａ１

ｈ Ｌ２＞０．由于 μ＞４和 ｈ Ｌ２＜ｍ０，故｛ｕｎ｝在

Ｅ 中有界．
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