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有理数域上一类不可约多项式的简单推广
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　 　 摘　 要：若 ａ１，ａ２，…，ａｎ 是 ｎ－１个不同的整数，证明了当 ｎ≥４ 时，ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１）（ｘ－ａ２）…（ｘ－ａｎ）－１ 在

有理数域 Ｑ 上不可约；当 ｎ≥３时，ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１） ２（ｘ－ａ２） ２…（ｘ－ａｎ） ２＋１在有理数域 Ｑ 上不可约．
关键词：有理数域；多项式；不可约；系数；次数
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有理系数多项式、整系数多项式是数论研究的重要类容，研究数域上的不可约多项式就好比研究整数中的

素数一样重要．在代数中已经证明如果一个非零的整系数多项式能够分解成两个次数较低的有理系数多项式的

乘积，那么它一定能分解成两个次数较低的整系数多项式的乘积．也就是说，在 Ｚ 上不可约的整系数多项式，在
Ｑ 上也不可约．因此，关于有理数域上多项式的可约性问题，可以简化为讨论整系数多项式在整数环上的可约

性问题．而判别一个整系数多项式是否可约，常常是困难的．在这方面比较著名的方法有以下几类：
Ⅰ 通过多项式的系数和某素数的整除关系来判定不可约，如 Ｅｉｓｅｎｓｔｅｉｎ判别法及其推广形式［１－２］ ．
Ⅱ 通过比较多项式系数的大小来判别不可约，如 Ｐｅｒｒｏｎ判别法及其改进形式［３－４］ ．
Ⅲ 通过计算 ｆ（ｘ）在 Ｚ 上的取值来判别不可约，如命题 １．
命题 １［３］ 　 设 ｆ（ｘ）是 ｎ 次整系数多项式，Ｓ（ ｆ）＝ …， ｆ（－１） ， ｆ（０） ， ｆ（１） ，…{ } ，Ｎｉ 表示 Ｓ（ ｆ）中 １的

个数，Ｎｐ 表示 Ｓ（ ｆ）中素数的个数，如果 Ｎｐ＋２Ｎ１－４＞ｎ，则 ｆ（ｘ）在 Ｑ 上不可约．
Ⅳ 通过辅助多项式根的取值来判别不可约，如命题 ２．
命题 ２［３］ 　 设 ａ１，ａ２，…，ａｎ 是彼此不相同的整数，则
１） ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１）（ｘ－ａ２）…（ｘ－ａｎ）－１在有理数域 Ｑ 上不可约；
２） ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１） ２（ｘ－ａ２） ２…（ｘ－ａｎ） ２＋１在有理数域 Ｑ 上不可约．
定理及其证明如下：
命题 ２实则是 Ｓｃｈｕｒ本世纪初提出的两个简单问题，已经得到了证明，此处在此基础上做了一个简单的

推广，主要结果是：
定理 １　 设 ａ１，ａ２，…，ａｎ 是 ｎ－１个不同的整数，则
１） 当 ｎ≥４时，ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１）（ｘ－ａ２）…（ｘ－ａｎ）－１在有理数域 Ｑ 上不可约；
２） 当 ｎ≥３时，ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１） ２（ｘ－ａ２） ２…（ｘ－ａｎ） ２＋１在有理数域 Ｑ 上不可约．
证明　 １） 不妨设 ａｎ ＝ ａ１，则 ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１） ２（ ｘ－ａ２）…（ ｘ－ａｎ－１） －１．若 ｆ（ ｘ）在 Ｑ 上可约，可设 ｆ（ ｘ）＝ ｆ１

（ｘ） ｆ２（ｘ），ｆｉ（ｘ）是整系数多项式；１≤∂° （ ｆｉ（ ｘ）） ＜ｎ（ ｉ ＝ １，２），其中，∂° （ ｆ（ ｘ））表示 ｆ（ ｘ）的次数，由于

ｆ（ａ ｉ）＝ －１，ｉ＝ １，２，…，ｎ，故 ｆ１（ａ ｉ）＝ ±１，ｆ２（ａ ｉ）＝ ∓１，ｉ＝ １，２，…，ｎ，即 ｆ１（ ａ ｉ） ＋ ｆ２（ ａ ｉ）＝ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ．若 ｆ１
（ｘ） ＋ｆ２（ｘ）的次数小于 ｎ－１，则 ｆ１（ｘ） ＋ｆ２（ｘ）＝ ０，即 ｆ１（ｘ）＝ －ｆ２（ｘ），ｆ（ ｘ）＝ －ｆ２１（ ｘ），因为 ｆ（ ｘ）的最高项系数



是 １，此不可能．
故 ｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ）的次数只能等于 ｎ－１．不妨令∂°（ ｆ１（ｘ））＝ ｎ－１，则∂°（ ｆ２（ｘ））＝ １，此不可能．因为根据文献

［５］引理 １的证明可知，当 ｎ≥４时，即 ｎ－１≥３，对于任何整数 ｘ′，要么（ｘ′－ａ１） ２（ｘ′－ａ２）…（ｘ′－ａｎ－１）＝ ０，要么

（ｘ′－ａ１） ２（ｘ′－ａ２）…（ｘ′－ａｎ－１） ≥ （ｘ′－ａ１） ２（ｘ′－ａ２）（ｘ′－ａ３） ≥２，所以 ｆ（ｘ′）≠０，因此 ｆ（ｘ）没有一次有理因

式，与∂°（ ｆ２（ｘ））＝ １矛盾．
综上，当 ｎ≥４时，ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１）（ｘ－ａ２）…（ｘ－ａｎ）－１在有理数域 Ｑ 上不可约．
２） 不妨设 ａｎ ＝ａ１，则 ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１） ４（ｘ－ａ２） ２…（ｘ－ａｎ－１） ２＋１．显然 ｆ（ｘ）没有实根，若 ｆ（ｘ）在 Ｑ 上可约，类

似 １）可设 ｆ（ｘ）＝ ｆ１（ｘ） ｆ２（ｘ），ｆｉ（ｘ）是整系数多项式，１≤∂°（ ｆｉ（ｘ））＜ｎ（ ｉ＝ １，２） ．因为对任意实数，ｆ（ｘ）＞０，不妨

设对所有实数 ｆ１（ｘ）＞０，ｆ２（ｘ）＞０，由于 ｆ（ａｉ）＝ １，ｉ＝ １，２，…，ｎ，故 ｆ１（ａｉ）＝ ｆ２（ａｉ）＝ １，ｉ ＝ １，２，…，ｎ．若 ｆｉ（ｘ）（ ｉ ＝
１，２）的次数小于 ｎ－１，则 ｆｉ（ｘ）≡１（ ｉ＝ １，２），与所设不和，故只可能是以下两种情形：

∂０（ ｆ１（ｘ）） ＝ ｎ － １

∂０（ ｆ２（ｘ）） ＝ ｎ ＋ １{ （１）

或者

∂０（ ｆ１（ｘ）） ＝ ｎ

∂０（ ｆ２（ｘ）） ＝ ｎ{ （２）

　 　 当 ｎ≥３时，对于式（１），可令

ｆ１（ｘ） ＝ １ ＋ ａ（ｘ － ａ１）…（ｘ － ａｎ－１）

ｆ２（ｘ） ＝ １ ＋ ｂ（ｘ － ａ１）…（ｘ － ａｎ－１）（ｘ２ ＋ ｐｘ ＋ ｑ）{
其中 ａ，ｂ，ｐ，ｑ 为整数，由 ｆ（ｘ）＝ ｆ１（ｘ） ｆ２（ｘ）可知

ｆ（ｘ） ＝ （ｘ － ａ１） ４（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋ １ ＝

（ｘ２ － ２ａ１ｘ ＋ ａ２１）（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋ １ ＝

ｘ２（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ － ２ａ１ｘ（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋

ａ２１（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋ １

ｆ１（ｘ） ｆ２（ｘ） ＝ ａｂｘ２（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋ ａｂｐｘ（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋

ａｂｑ（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋ ｂｘ２（ｘ － ａ１）（ｘ － ａ２）…（ｘ － ａｎ－１） ＋

ｂｐｘ（ｘ － ａ１）（ｘ － ａ２）…（ｘ － ａｎ－１） ＋ （ｂｑ ＋ ａ）（ｘ － ａ１）（ｘ － ａ２）…（ｘ － ａｎ－１） ＋ １
比较左右两端系数得

ａｂ ＝ １
ａｂｐ ＝ － ２ａ１
ａｂｑ ＝ ａ２１
ｂｘ２ ＋ ｂｐｘ ＋ ｂｑ ＋ ａ ＝ ０，ｘ≠ ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

即

ａｂ ＝ １
ｐ ＝ － ２ａ１
ｑ ＝ ａ２１
ｘ２ ＋ ｐｘ ＋ ｑ ＋ １ ＝ ０，ｘ≠ ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

化简得（ｘ－ａ１） ２＋１＝ ０，此不可能．
对于式（２），类似式（１），可令

ｆ１（ｘ） ＝ １ ＋ ｃ（ｘ － ａ１）…（ｘ － ａｎ－１）（ｘ － ｍ）
ｆ２（ｘ） ＝ １ ＋ ｄ（ｘ － ａ１）…（ｘ － ａｎ－１）（ｘ － ｎ）{
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其中 ｃ，ｄ，ｍ，ｎ 为整数，由 ｆ（ｘ）＝ ｆ１（ｘ） ｆ２（ｘ）可知

ｆ（ｘ） ＝ （ｘ － ａ１） ４（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋ １ ＝

（ｘ２ － ２ａ１ｘ ＋ ａ２１）（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋ １ ＝

ｘ２（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ － ２ａ１ｘ（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋

ａ２１（ｘ － ａ１） ２（ｘ － ａ２） ２…（ｘ － ａｎ－１） ２ ＋ １

ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ） ＝ １ ＋ ｃｄｘ２（ｘ － ａ１）２（ｘ － ａ２）２…（ｘ － ａｎ－１）２ － ｃｄ（ｍ ＋ ｎ）ｘ（ｘ － ａ１）２（ｘ － ａ２）２…（ｘ － ａｎ－１）２ ＋

ｃｄｍｎ（ｘ － ａ１）２（ｘ － ａ２）２…（ｘ － ａｎ－１）２ ＋ ｃ（ｘ － ｍ） ＋ ｄ（ｘ － ｎ）[ ] （ｘ － ａ１）（ｘ － ａ２）…（ｘ － ａｎ－１）
比较等式左右两边系数得

ｃｄ ＝ １
－ ｃｄ（ｍ ＋ ｎ） ＝ － ２ａ１
ｃｄｍｎ ＝ ａ２１
ｃ（ｘ － ｍ） ＋ ｄ（ｘ － ｎ） ＝ ０，ｘ≠ ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

即

ａｂ ＝ １
ｍ ＋ ｎ ＝ ２ａ１
ｍｎ ＝ ａ２１
２ｘ － （ｍ ＋ ｎ） ＝ ０，ｘ≠ ａｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

解得 ｘ＝ａ１，与 ｘ≠ａｉ 矛盾．
综上所述，当 ｎ≥３时，ｆ（ｘ）＝ （ｘ－ａ１） ２（ｘ－ａ２） ２…（ｘ－ａｎ） ２＋１ 在有理数域 Ｑ 上不可约．在上述定理中，若

把 ｆ（ｘ）换成 ｆ（ｘ） ＝ ｋ
ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ － ａｉ） － １，ｆ（ｘ） ＝ ｋ

ｎ

ｉ ＝ １
（ｘ － ａｉ） ２ － １，ｋ ＞ ０，结论显然也是成立的．
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