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一类修正 ＤＹ共轭梯度法及其全局收敛性
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　 　 摘　 要：对 ＤＹ共轭梯度方法进行修正，使得修正的共轭梯度方法（ＭＤＹ∗）在 Ｗｏｌｆｅ 线搜索下满足充分

下降条件和全局收敛性．
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１　 基础知识

考虑无约束优化问题：

ｍｉｎ ｆ（ｘ），ｘ∈ Ｒｎ （１）

其中 ｆ：Ｒｎ→Ｒ 是一个连续可微的函数．
共轭梯度法是求解问题（１）的具有如下的迭代格式一类方法：

ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ ＋ αｋｄｋ，ｋ ＝ ０，１，… （２）

其中 αｋ 是某种线搜索下的步长，ｄｋ 满足

ｄｋ ＝
－ ｇｋ，

－ ｇｋ ＋ βｋｄｋ－１，
ｋ ＝ ０
ｋ≥ １{ （３）

其中 βｋ 是共轭参数．ｇ０≤ε 的不同取法对应于不同的非线性共轭梯度法．著名的 ＨＳ［１］，ＤＹ［２］方法的参数 βｋ

分别为

βＨＳｋ ＝
ｇＴｋ ｙｋ－１

ｄＴｋ－１ｙｋ－１

，βＤＹｋ ＝
ｇｋ
２

ｄＴｋ－１ｙｋ－１

其中，‖·‖为欧几里得范数，ｙｋ－１ ＝ｇｋ－ｇｋ－１ ．
其中 ＨＳ方法被公认为是数值效果较好的方法，而 ＤＹ 方法则有较好的收敛性．最近，文献［３］对文

献［４］的 ＭＨＳ公式进行改进，得到如下新的 βｋ 公式：

βｎｅｗｋ ＝
‖ｇｋ‖２ －

‖ｇｋ‖
‖ｄｋ－１‖

｜ ｇＴｋ ｄｋ－１ ｜

ｄＴｋ－１ｙｋ－１

（４）

并证明了由新公式产生的算法在 Ｗｏｌｆｅ线搜索条件下满足充分下降性和全局收敛性．
Ｄａｉ和 Ｗｅｎ［５］对文献［６］的 ＮＨＳ公式进行改进，得到如下新的 βｋ 公式：



βＤＨＳｋ ＝
‖ｇｋ‖２ －

‖ｇｋ‖
‖ｇｋ－１‖

｜ ｇＴｋ ｇｋ－１ ｜

ｄＴｋ－１ｙｋ－１ ＋ μ ｜ ｇＴｋ ｄｋ－１ ｜
，μ ＞ １ （５）

并证明了由新公式产生的算法不仅每步迭代都可以产生一个充分下降方向，且在 Ｗｏｌｆｅ 线搜索条件下全局

收敛．
受文献［３］［５］启发，此处提出如下新的 βｋ 修正公式：

βＭＤＹ∗ｋ ＝
‖ｇｋ‖２ －

‖ｇｋ‖
‖ｄｋ－１‖

｜ ｇＴｋ ｄｋ－１ ｜

ｄＴｋ－１ｙｋ－１ ＋ μ ｜ ｇＴｋ ｄｋ－１ ｜
（６）

其中参数 μ＞１．易见，在精确线搜索下，βＭＤＹ∗ｋ ＝βＤＹｋ ．
在共轭梯度法的许多理论分析和数值实现中，常常使用 Ｗｏｌｆｅ线搜索，其要求 αｋ 满足

ｆ ｘｋ ＋ αｋｄｋ( ) ≤ ｆ ｘｋ( ) ＋ δαｋｇＴｋ ｄｋ （７）

ｇ ｘｋ ＋ αｋｄｋ( ) Ｔｄｋ ≥ σｇＴｋ ｄｋ （８）
其中 ０＜δ≤σ＜１．

２　 算　 法

ＭＤＹ∗算法：
初始步：给定初始点 ｘ０∈Ｒｎ，δ∈（０，１），σ∈（０，１），μ＞１，ε＞０，令 ｄ０ ＝ －ｇ０，ｋ：＝ ０；
步骤 １：若ｇ０≤ε，则停止；
步骤 ２：由 Ｗｏｌｆｅ线搜索准则计算步长 αｋ；
步骤 ３：令 ｘｋ＋１ ＝ ｘｋ＋αｋｄｋ，若 ｇｋ＋１ ≤ε，则停止；
步骤 ４：由式（６）计算 βｋ＋１，由式（２）计算 ｄｋ＋１；
步骤 ５：令 ｋ：＝ ｋ＋１，转步骤 ２．

３　 ＭＤＹ∗算法的收敛性

为了证明新算法的全局收敛性，首先给出两个假设：
（Ａ） 水平集 Ω＝ ｘ∈Ｒｎ ｆ（ｘ）≤ｆ（ｘ０）{ }有下界，其中 ｘ０∈Ｒｎ 为初始点．
（Ｂ） ｆ 在水平集 Ω 的一个领域 Ｎ 内连续可微，且其梯度 ｇ 满足 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，即存在常数 Ｌ＞０，使得

ｇ（ｘ） － ｇ（ｙ） ≤ Ｌｘ － ｙ，∀ｘ，ｙ∈ Ｎ （９）
　 　 引理 １［７］ 　 假设（Ａ）（Ｂ）成立，设序列｛ｇｋ｝和｛ｄｋ｝由 ＭＤＹ∗算法产生，并设步长 αｋ 由 Ｗｏｌｆｅ 线搜索式

（７）、（８）计算，则


∞

ｋ ＝ ０

（ｇＴｋ ｄｋ） ２

‖ｄｋ‖２ ＜ ＋ ∞ （１０）

　 　 引理 ２　 假设（Ａ）（Ｂ）成立，设序列｛ｇｋ｝和｛ｄｋ｝由 ＭＤＹ∗算法产生，并设步长 αｋ 由 Ｗｏｌｆｅ线搜索式（７）、
（８）计算，则对所有的 ｋ≥０，有

ｇＴｋ ｄｋ ≤－ １ － １
ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇｋ

２，ｕ ＞ １ （１１）

　 　 证明　 用归纳法证明．
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当 ｋ＝ ０时，有 ｇＴ０ｄ０ ＝ － ｇ０ ２≤－ １－ １
ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇ０ ２，因此式（１１）成立．

假设 ｎ＝ ｋ－１（ｋ≥１）时，式（１１）成立，则由式（８）得

ｇＴｋ－１ｙｋ－１ ≥ （１ － σ）（ － ｇＴｋ－１ｄｋ－１） ≥ （１ － σ）（１ － １
ｕ
） ｇｋ－１

２ ＞ ０ （１２）

由式（６）得

０ ≤ βＭＤＹ∗ｋ ≤
ｇｋ

２

ｕ ｇＴｋ ｄｋ－１

（１３）

因此，有

ｇＴｋ ｄｋ ≤－ ｇｋ
２ ＋ βＭＤＹ∗ｋ ｇＴｋ ｄｋ－１ ≤－ ｇｋ

２ ＋
ｇｋ

２

ｕ ｇＴｋ ｄｋ－１

ｇＴｋ ｄｋ－１ ≤－ １ － １
ｕ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｇｋ

２ （１４）

　 　 定理 １　 假设（Ａ）（Ｂ）成立，设序列｛ｇｋ｝和｛ｄｋ｝由 ＭＤＹ∗算法产生，并设步长 αｋ 由 Ｗｏｌｆｅ 线搜索式（７）
（８）计算，假设存在一个正常数 α∗满足 αｋ≥α∗，则

ｌｉｍ
ｋ→∞

ｇｋ ＝ ０ （１５）

　 　 证明　 由假设（Ａ）（Ｂ）知，存在一个常数 Ｍ＞０，使得

‖αｋｄｋ‖ ＝ ‖ｓｋ‖≤ Ｍ （１６）
由式（１６）和 αｋ≥α∗，有

‖ｄｋ‖≤
Ｍ
α∗

由式（１０）、（１１）、（１６），知式（１４）成立．
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