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　　摘　要：分块矩阵在线性代数中是一个重要工具，研究许多问题都要用到它，研究了分块矩阵在计算矩
阵行列式、求矩阵的逆矩阵及矩阵的秩方面的应用．
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矩阵的分块不仅是高等代数中一个非常重要的内容，而且也是研究高等代数很多分支问题的工具，它

贯穿了整个高等代数的内容，已经得到广泛的研究［１－４］．在学习高等代数的时候常常碰到一些很难的问题，
要用到矩阵的分块去解决，它可以使问题的解决更简明，学生易于理解和掌握，而且能开拓思维，提高灵活

应用知识解决问题的能力．此处主要介绍了分块矩阵的概念、初等变换，还有在高等代数中的几个应用，所介
绍的几个应用将对今后学习高等代数有重要作用．

１　预备知识

定义１［５］　把一个ｍ×ｎ矩阵Ａ，在行的方向分成ｓ块，在列的方向分成ｔ块，称为Ａ的ｓ×ｔ分块矩阵，记
作Ａ＝Ａｋ×ｌ[ ] ｓ×ｔ，其中Ａｋ×ｌｋ＝１，２，…，ｓ；ｌ＝１，２，…，ｔ( )称为Ａ的子块，它们是各种类型的小矩阵．

定义２［６］　形如
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的矩阵称为块对角矩阵，即不在主对角线上的子块皆为零阵，主对

角线上子块均为方阵．记为ｄｉａｇ（Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ）．类似地，形如
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的

矩阵就为块上三角阵与块下三角阵．
定义３［６］　以下３种变换称为分块矩阵的初等行变换：
１）用一个行列式不为零的方阵左乘（右乘）分块矩阵的某一块行；
２）互换两块行的位置；
３）把一个块行的Ｐ（矩阵）倍（即这个块行里每一个小矩阵都左乘或右乘一个矩阵Ｐ）加到另一块行上．
定义４［７］　设Ａ，Ｂ都是ｍ×ｎ矩阵，并且对Ａ，Ｂ用同样的方法进行分块：



Ａ＝

Ａ１１ Ａ１２ … Ａ１ｋ
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　Ｂ＝

Ｂ１１ Ｂ１２ … Ｂ１ｋ
Ｂ２１ Ｂ２２ … Ｂ２Ｋ
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其中Ａｉｊ，Ｂｉｊ都是ｍｉ×ｎｊ矩阵，即Ａｉｊ和Ｂｉｊ是同型矩阵，那么

Ａ＋Ｂ＝

Ａ１１＋Ｂ１１ Ａ１２＋Ｂ１２ … Ａ１ｋ＋Ｂ１ｋ
Ａ２１＋Ｂ２１ Ａ２２＋Ｂ２２ … Ａ２ｋ＋Ｂ２ｋ
  

Ａｌ１＋Ｂｌ１ Ａｌ２＋Ｂｌ２ … Ａｌｋ＋Ｂｌｋ
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　　定义５［７］　设Ａ是ｍ×ｎ矩阵，把Ａ进行分块：

Ａ＝

Ａ１１ Ａ１２ … Ａ１ｋ
Ａ２１ Ａ２２ … Ａ２ｋ
  

Ａｌ１ Ａｌ２ … Ａｌｋ
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ａ为任意数，则

ａＡ＝

ａＡ１１ ａＡ１２ … ａＡ１ｋ
ａＡ２１ ａＡ２２ … ａＡ２ｋ
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ａＡｌ１ ａＡｌ２ … ａＡｌｋ
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　　定义６［７］　设Ａ＝

Ａ１１ Ａ１２ … Ａ１ｔ
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是一个分块矩阵，那么定义它的转置矩阵为如下的矩阵：

Ａ′＝

Ａ′１１ Ａ′２１ … Ａ′ｓ１
Ａ′１２ Ａ′２２ … Ａ′ｓ２
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　　定理１［７］　设Ａ为ｍ×ｎ矩阵，Ｂ为ｎ×ｌ矩阵，若对Ａ，Ｂ作如下分块：
　　　　　　　　　　　　ｎ１　ｎ２ …　ｎｓ　　　　　　　ｌ１ ｌ２ … ｌｔ
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　　　　　　 　ｌ１ ｌ２ … ｌｔ
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，其中Ｇ＝
Ｓ

ｋ＝１
ＡｉｋＢｋｉｉ＝１，２，…，ｒ；ｊ＝１，２，…，ｔ( ) ．
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２　利用分块矩阵计算行列式

行列式是高等代数的一个重要组成部分，在高等代数中常常遇到些计算高阶行列式的问题，如果直接

去计算的话，计算量不仅很大，而且很容易出错．利用矩阵的分块可以使矩阵的结构更简单，这里主要介绍几
种用分块矩阵求行列式值的方法．

定理１　设Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ都是ｎ阶矩阵，其中 Ａ≠０，且ＡＣ＝ＣＡ，则有
Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ

＝ＡＤ－ＣＢ．

证明　因为 Ａ≠０，所以Ａ是可逆的，所以
Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ

→
Ａ Ｂ
０ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ

，即有

Ｅ ０
－ＣＡ－１ Ｅ

Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ

＝
Ａ Ｂ
０ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ

（１）

又因 为
Ｅ ０
－ＣＡ－１ Ｅ

＝１，所 以 式 （１）取 行 列 式 得
Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ

＝
Ａ Ｂ
０ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ

＝ Ａ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ ＝

Ａ（Ｄ－ＣＡ－１Ｂ）＝ ＡＤ－ＣＢ．

定理２　设Ｐ＝
Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ( )是分块ｎ阶行矩阵，其中Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ分别是ｒ×ｒ，ｒ×（ｎ－ｒ），（ｎ－ｒ）×ｒ，（ｎ－ｒ）×（ｎ－

ｒ）阶矩阵，那么
１）若Ａ可逆，则 Ｐ＝Ａ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ；
２）若Ｄ可逆，则 Ｐ＝Ｄ Ａ－ＢＤ－１Ｃ，
证明　１）因为Ａ是可逆的，所以有

Ｅｋ ０

－ＣＡ－１ Ｅｓ( ) Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ( ) ＝ Ａ Ｂ

０ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ( ) （２）

对式（２）两边取行列式，得 Ｐ＝Ａ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ．
２）同理可证 Ｐ＝Ｄ Ａ－ＢＤ－１Ｃ成立．

定理３　设Ａ，Ｂ都是ｎ阶方阵，则有
Ａ Ｂ
Ｂ Ａ

＝Ａ＋Ｂ Ａ－Ｂ

证明　因为
Ｅｎ ０
－Ｅｎ Ｅｎ( ) Ａ Ｂ

Ｂ Ａ( ) Ｅｎ ０

Ｅｎ Ｅｎ( ) ＝ Ａ＋Ｂ Ｂ
０ Ａ－Ｂ( ) （３）

　　式（３）两边取行列式得
Ａ Ｂ
Ｂ Ａ

＝Ａ＋Ｂ Ａ－Ｂ即证．

定理４　设Ａ，Ｂ，Ｃ均为ｎ阶方阵，则
Ａ Ｂ
Ｃ ０

＝（－１）ｎ２ Ｃ Ｂ （４）

　　证明　把拉普拉斯定理用于式（４）的后 ｎ行，在它所有 ｎ阶子式中，除 Ｃ外，其余至少包含一列零向
量，从而值为零．而 Ｃ的子余式为 Ｂ，且Ｃ位于整个矩阵的第ｎ＋１，ｎ＋２，…，ｎ＋ｎ行，第１，２，…，ｎ列，所以

有
Ａ Ｂ
Ｃ ０

＝（－１）ｓ Ｃ Ｂ其中ｓ＝ｎ＋１，ｎ＋２，…，ｎ＋ｎ＋（１＋２＋…＋ｎ）＝ｎ２＋２（１＋２＋…＋ｎ）＝ｎ２＋偶数．即有

Ａ Ｂ
Ｃ ０

＝－１( ) ｎ２ Ｃ Ｂ．
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３　利用分块矩阵求逆矩阵

定理５　设Ｐ＝
Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ( )是一个四分块方阵，其中Ｂ为ｒ阶方阵，Ｃ为 ｋ阶方阵，当 Ｂ与 Ｃ－ＤＢ－１Ａ( )都是

可逆矩阵时，则Ｐ是可逆矩阵，并且有

Ｐ－１＝
－ Ｃ－ＤＢ－１Ａ( ) －１ＤＢ－１ Ｃ－ＤＢ－１Ａ( ) －１

Ｂ－１＋Ｂ－１ＡＣ－ＤＢ－１Ａ( ) －１ＤＢ－１ －Ｂ－１ＡＣ－ＤＢ－１Ａ( ) －１[ ]
特别地

１）当Ａ＝０，Ｄ＝０，Ｂ与Ｃ都可逆时，有Ｐ－１＝
Ｏ Ｃ－１

Ｂ－１ Ｏ( )；
２）当Ａ＝０，Ｄ≠０，Ｂ与Ｃ都可逆时，有Ｐ－１＝

－Ｃ－１ＤＢ－１ Ｃ－１

Ｂ－１ Ｏ( )；
３）当Ａ≠０，Ｄ＝０，Ｂ与Ｃ都可逆时，有Ｐ－１＝

Ｏ Ｃ－１

Ｂ－１ －Ｂ－１ＡＣ－１( )．
证明　设 Ｐ可逆，且 Ｐ－１＝

Ｘ Ｙ
Ｚ Ｗ( )，其中 Ｙ为 ｋ阶方阵，Ｚ为 ｒ阶的方阵，则应有 Ｐ－１Ｐ＝

Ｘ Ｙ
Ｚ Ｗ( ) Ａ Ｂ

Ｃ Ｄ( ) ＝Ｅ，即 ＸＡ＋ＹＣ ＸＢ＋ＹＤ
ＺＡ＋ＷＣ ＺＢ＋ＷＤ( ) ＝Ｅｋ Ｏ

Ｏ Ｅｒ( )．
于是得到等式

ＸＡ＋ＹＣ＝Ｅｋ（１）

ＸＢ＋ＹＤ＝Ｏ（２）
ＺＡ＋ＷＣ＝Ｏ（３）
ＺＢ＋ＷＤ＝Ｅｒ（４）











（５）
（６）
（７）
（８）

因为Ｂ可逆，用 Ｂ－１右乘式（６）可得 Ｘ＝－ＹＤＢ－１，代入式（５）得 Ｘ＝－Ｃ－ＤＢ－１Ａ( ) －１ＤＢ－１．用 Ｂ－１右乘式
（８）可得 Ｚ＝ Ｅｒ－ＷＤ( ) Ｂ－１＝Ｂ－１－ＷＤＢ－１，代入式（７）得 Ｗ＝－Ｂ－１Ａ Ｃ－ＤＢ－１Ａ( ) －１，则可得Ｚ＝Ｂ－１＋Ｂ－１Ａ
Ｃ－ＤＢ－１Ａ( ) －１ＤＢ－１．
所以有

Ｐ－１＝
Ｘ Ｙ
Ｚ Ｗ( ) ＝ － Ｃ－ＤＢ－１Ａ( ) －１ＤＢ－１ Ｃ－ＤＢ－１Ａ( ) －１

Ｂ－１＋Ｂ－１ＡＣ－ＤＢ－１Ａ( ) －１ＤＢ－１ －Ｂ－１ＡＣ－ＤＢ－１Ａ( ) －１[ ]
定理６　设Ｑ＝

Ａ Ｂ
Ｃ Ｄ( )是一个四分块方阵，其中Ａ为ｒ阶方阵，Ｄ为ｋ阶方阵，当Ａ与 Ｄ－ＣＡ－１Ｂ( )都是可逆

矩阵时，则Ｑ是可逆矩阵，并且有

Ｑ－１＝
Ａ－１＋Ａ－１ＢＤ－ＣＡ－１Ｂ( ) －１ＣＡ－１ －Ａ－１ＢＤ－ＣＡ－１Ｂ( ) －１

－ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ( ) ＣＡ－１ Ｄ－ＣＡ－１Ｂ( ) －１[ ]
特别地

１）当Ｂ＝０，Ｃ＝０，Ａ与Ｄ都可逆时，有Ｑ－１＝
Ａ－１ Ｏ
Ｏ Ｂ－１( )；

２）当Ｂ≠０，Ｃ＝０，Ａ与Ｄ都可逆时，有Ｑ－１＝
Ａ－１ －Ａ－１ＢＤ－１

Ｏ Ｄ－１( )；
３）当Ｂ＝０，Ｃ≠０，Ａ与Ｄ都可逆时，有Ｑ－１＝

Ａ－１ Ｏ
－Ｄ－１ＣＡ－１ Ｄ－１( )．
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证明与定理５的证明完全类似，在这里就不再赘述．
定理７　设 Ａ＝ｄｉａｇＡ１，Ａ２，…，Ａｎ( ) 为块对角矩阵，那么 Ａ可逆Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ可逆，且 Ａ

－１＝

ｄｉａｇ Ａ－１１，Ａ
－１
２，…，Ａ

－１
ｎ( ) ＝

Ａ－１１
Ａ－１２


Ａ－１ｎ















．

推论 １　 对 于 块 反 对 角 矩 阵 Ｂ＝ｄｉａｇ Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ( )

Ｂ１
Ｂ２


Ｂｎ















，其 逆 矩 阵 Ｂ－１ ＝

ｄｉａｇＢ－１１，Ｂ
－１
２，…，Ｂ

－１
ｎ( ) ＝

Ｂ－１ｎ


Ｂ－１２
Ｂ－１１















．

４　利用分块矩阵处理矩阵秩的相关问题

秩作为矩阵理论的一个基本概念，在矩阵计算中有着相当重要的作用，在线性代数的学习中涉及矩阵

或矩阵秩的命题的证明时因为本身的抽象性而感到困难，利用矩阵的分块方法可以使这些命题的证明简单

而直观．一般采用两种方法，一是利用已知矩阵作为元素来构成矩阵来证明；二是将已知矩阵拆分成级数低
的矩阵来证明．

定理７　设 Ａ为 ｎ×ｍ矩阵，Ｂ为 ｍ×ｓ矩阵，则有 ＲＡＢ( ) ≤ ＲＡ( ) ，ＲＡＢ( ) ≤ ＲＢ( ) 即 ＲＡＢ( ) ≤
ｍｉｎ（ＲＡ( ) ，ＲＢ( ) ）．

证明　设Ａ＝

ａ１１ ａ１２ … ａ１ｍ
ａ２１ ａ２２ … ａ２ｍ
  

ａｎ１ ａｎ２ … ａｎｍ















，Ｂ＝

ｂ１１ ｂ１２ … ｂ１ｓ
ｂ２１ ｂ２２ … ｂ２ｓ
  

ｂｍ１ ｂｍ２ … ｂｍｓ















．

令Ｃ＝ＡＢ，Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｍ表示Ｂ的行向量，Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｎ表示Ｃ的行向量，则有 Ｃｉ＝ａｉ１Ｂ１＋ａｉ２Ｂ２＋…ａｉｍ
Ｂｍ（ｉ＝１，２，…，ｎ），即ＡＢ的行向量组可经Ｂ的行向量组线性表示，所以Ｒ（ＡＢ）≤Ｒ（Ｂ）．

同理，令Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ表示Ａ的列向量，Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｓ表示 ＡＢ的列向量，可得 Ｄｉ＝ｂ１ｉＡ１＋ｂ２ｉＡ２＋…ａｍｉ
Ａｍ（ｉ＝１，２，…，ｓ），得Ｒ（ＡＢ）≤Ｒ（Ａ）．

综合得到Ｒ（ＡＢ）≤ｍｉｎ（Ｒ（Ａ），Ｒ（Ｂ））．
推论２　假设Ａ为ｓ×ｎ矩阵，Ｂ为ｎ×ｍ矩阵，则ＲＡ( ) ＋ＲＢ( ) －ｎ≤ＲＡＢ( )．

证明　作分块矩阵Ｃ＝
Ｅｎ Ｏ

Ｏ ＡＢ[ ]，并对其作分块矩阵的初等变换得
Ｃ＝

Ｅｎ Ｏ

Ｏ ＡＢ[ ] → Ｅｎ Ｏ

Ａ ＡＢ[ ] → Ｅｎ －Ｂ

Ａ Ｏ[ ]
　　所以ＲＣ( )≥ＲＡ( ) ＋ＲＢ( )，又ＲＣ( ) ＝ＲＡＢ( ) ＋ｎ，所以ＲＡ( ) ＋ＲＢ( ) －ｎ≤ＲＡＢ( )．特别地，当ＡＢ＝Ｏ时，
ＲＡ( ) ＋ＲＢ( )≤ｎ．

定理８　矩阵的和的秩不超过这两个矩阵的秩的和，即ＲＡ＋Ｂ( )≤ＲＡ( ) ＋ＲＢ( )．
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证明　设Ｇ＝
Ａ Ｏ
Ｏ Ｂ[ ]，对其作分块矩阵的初等变换得

Ｇ＝
Ａ Ｏ
Ｏ Ｂ[ ] → Ａ Ｏ

Ｂ Ｂ[ ] → Ａ＋Ｂ Ｂ
Ｂ Ｂ[ ]

所以ＲＧ( ) ＝Ｒ
Ａ＋Ｂ Ｂ
Ｂ Ｂ[ ]≥ＲＡ＋Ｂ( )，又ＲＧ( ) ＝ＲＡ( ) ＋ＲＢ( )，所以ＲＡ＋Ｂ( )≤ＲＡ( ) ＋ＲＢ( )．

定理９　任意方阵Ａ都可以写为Ａ＝ＢＣ，其中Ｂ２＝Ｂ，Ｃ可逆．

证明　设Ｒ（Ａ）＝ｒ，则存在 ｎ阶可逆矩阵 Ｐ，Ｑ，使得 ＰＡＱ＝
Ｅ Ｏ
Ｏ Ｏ[ ]，所以 Ａ＝Ｐ－１ Ｅｒ ＯＯ Ｏ[ ] Ｑ－１＝Ｐ－１

Ｅｒ Ｏ

Ｏ Ｏ[ ]Ｐ（Ｐ－１Ｑ－１）＝ＢＣ．
其中，Ｂ＝Ｐ－１

Ｅｒ Ｏ

Ｏ Ｏ[ ]Ｐ，Ｃ＝Ｐ－１Ｑ－１，且Ｂ２＝Ｂ，Ｃ可逆．
推论３　Ａ为ｍ×ｎ矩阵，ＲＡ( ) ＝ｎ，则存在矩阵Ｂｎ×ｍ，ＲＢ( ) ＝ｎ，使ＢＡ＝Ｅｎ．

证明　因为ＲＡ( ) ＝ｎ，所以存在可逆阵 Ｐ，Ｑ，使得 ＰＡＱ＝
Ｅｎ
Ｏ[ ]，所以 Ａ＝Ｐ－１ ＥＯ[ ] Ｑ－１＝Ｐ－１ Ｑ

－１

Ｏ[ ]．取 Ｂ＝
Ｑ，Ｏ( )Ｐ，则ＲＢ( ) ＝ＲＱ，Ｏ( ) ＝ｎ，Ｂ＝Ｂｎ×ｍ，且ＢＡ＝Ｑ，０( )ＰＰ－１

Ｑ－１

Ｏ[ ] ＝Ｅｎ．
推论４　Ａ是ｍ×ｎ矩阵，ＲＡ( ) ＝ｎ，则存在矩阵Ｂｍ×ｒ，ＲＢ( ) ＝ｒ与矩阵Ｃｒ×ｎ，ＲＣ( ) ＝ｒ，使Ａ＝ＢＣ．
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