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常微分方程是一门应用性较强的课程，它在数学、物理、天文和工程技术等领域有着广泛应用．一阶微分
方程初值问题解的存在唯一性定理既是微分方程的理论基础，又是常微分方程的精华所在，在很多教材

中［１－３］都是作为重点章节来讲述，而且一阶微分方程解的存在唯一性的应用也很广泛［４，５］．此处从几个不同
方面对解的存在唯一性定理加以明．

解的存在唯一性定理　一阶微分方程
ｄｘ
ｄｔ
＝ｆ（ｔ，ｘ）的Ｃａｕｃｈｙ初值问题

ｄｘ
ｄｔ
＝ｆ（ｔ，ｘ）

ｘ（ｔ０）＝ｘ０
{ （１）

　　若函数ｆ（ｔ，ｘ）在矩形区域Ｒ＝（ｔ，ｘ）｜ｔ－ｔ０ ≤ａ，ｘ－ｘ０ ≤ｂ{ }满足
（１）ｆ（ｔ，ｘ）在Ｒ上连续；
（２）函数ｆ（ｔ，ｘ）在Ｒ上关于ｘ满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，即存在常数Ｌ＞０，使得对所有（ｔ，ｘ１），（ｔ，ｘ２）∈Ｒ都有

ｆ（ｔ，ｘ１）－ｆ（ｔ，ｘ２）≤Ｌｘ１－ｘ２ 成立，则初值问题（１）在区间 ｔ－ｔ０ ≤ｈ上存在唯一解，其中 ｈ＝ｍｉｎａ，
ｂ
Ｍ{ }，

Ｍ＝ｍａｘ
（ｔ，ｘ）∈Ｒ

ｆ（ｔ，ｘ）．

对于该定理，函数的连续性是为了保证方程解的存在，而Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件是为了保证方程解的唯一性．

１　解的存在性

证法１　用Ｐｉｃａｒｄ逼近方法证明．
仅在［ｔ０，ｔ０＋ｈ］证明该问题，在［ｔ０－ｈ，ｔ０］上类似可得．显然该问题解的存在性与积分方程（２）的解等价

ｘ＝ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｄｓ，ｔ０≤ｔ≤ｔ０＋ｈ （２）

　　构造ｐｉｃａｒｄ序列｛φｎ（ｔ）｝，即令



φ０（ｔ）＝ｘ０，ｔ０≤ｔ≤ｔ０＋ｈ

φｎ（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φｎ－１（ｓ））ｄｓ，ｔ０≤ｔ≤ｔ０＋ｈ，ｎ＝１，２…{ （３）

　　命题１　该序列在 ｔ０，ｔ０＋ｈ[ ]上有定义且连续，并且 φｎ－ｘ０ ≤ｂ．
证明　由于ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））在矩形区域Ｒ上连续，则｛φｎ（ｔ）｝在 ｔ０，ｔ０＋ｈ[ ]上连续．当ｎ＝１时，

φ１－φ０ ＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ０（ｓ））ｄｓ≤∫

ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ０（ｓ））ｄｓ≤Ｍ ｔ－ｔ０ ≤Ｍｈ≤ｂ

　　假设当ｎ－１时成立，即φｎ－１在 ｔ０，ｔ０＋ｈ[ ]上有定义且连续，且 φｎ－１－ｘ０ ≤ｂ，则

φｎ－φ０ ＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φｎ－１（ｓ））ｄｓ≤∫

ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φｎ－１（ｓ））ｄｓ≤Ｍ ｔ－ｔ０ ≤Ｍｈ≤ｂ

由归纳法知｛φｎ（ｔ）｝在 ｔ０，ｔ０＋ｈ[ ]上有定义连续且 φｎ－ｘ０ ≤ｂ．
命题２　序列 φｎ（ｔ）{ }在 ｔ０，ｔ０＋ｈ[ ]上一致收敛．

证明　考察函数项级数φ０（ｔ）＋
∞

ｎ＝１
［φｎ（ｔ）－φ０（ｔ）］，显然函数项级数的部分和为 φｎ（ｔ）．故要证命题

２，只需证明函数项级数一致收敛即可．由于

φ１－φ０ ＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ０（ｓ））ｄｓ≤∫

ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ０（ｓ））ｄｓ≤Ｍ（ｔ－ｔ０）

φ２－φ１ ＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ１（ｓ））－ｆ（ｓ，φ０（ｓ））ｄｓ≤

Ｌ∫
ｔ

ｔ０
φ１（ｓ）－φ０（ｓ）ｄｓ≤

ＬＭ∫
ｔ

ｔ０
（ｓ－ｔ０）ｄｓ＝

ＬＭ
２！
（ｔ－ｔ０）

２

　　依次类推，假设 φｎ－φｎ－１ ≤
Ｌｎ－１Ｍ
ｎ！
（ｔ－ｔ０）

ｎ，则

φｎ＋１－φｎ ＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φｎ（ｓ））－ｆ（ｓ，φｎ－１（ｓ））[ ] ｄｓ≤

Ｌ∫
ｔ

ｔ０
φｎ（ｓ）－φｎ－１（ｓ）ｄｓ≤

ＬｎＭ
ｎ！∫

ｔ

ｔ０
（ｓ－ｔ０）

ｎｄｓ＝
ＬｎＭ

（ｎ＋１）！
（ｔ－ｔ０）

ｎ＋１

则由数学归纳法可知 φｎ＋１－φｎ ≤
ＬｎＭ

（ｎ＋１）！
（ｔ－ｔ０）

ｎ＋１≤
ＭＬｎ

（ｎ＋１）！
ｈｎ＋１，由比值判别法可知级数


∞

ｎ＝１

ＭＬｎ

（ｎ＋１）！
ｈｎ＋１收敛．故由Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ判别法得级数φ０（ｔ）＋

∞

ｎ＝１
［φｎ（ｔ）－φ０（ｔ）］一致收敛．

命题３　ｌｉｍ
ｎ→∞
φｎ（ｔ）＝φ（ｔ）是积分方程的解．

证明　由于 φｎ（ｔ）{ }在 ｔ０，ｔ０＋ｈ[ ]上一致收敛，令ｌｉｍ
ｎ→∞
φｎ（ｔ）＝φ（ｔ），由Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件知道

ｆ［φｎ（ｔ）］－ｆ［φ（ｔ）］≤Ｌφｎ（ｔ）－φ（ｔ）
故｛ｆｎ（ｔ）｝＝｛ｆ（ｔ，φｎ）｝在 ｔ０，ｔ０＋ｈ[ ]上一致收敛到ｆ（ｔ，φ（ｔ））．对式（３）中的第２个式子两端求极限得

ｌｉｍ
ｎ→∞
φｎ（ｔ）＝ｘ０＋∫

ｔ

ｔ０
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｆ（ｓ，φｎ－１（ｓ））ｄｓ

即

φ（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ（ｓ））ｄｓ

故φ（ｔ）是微分方程在 ｔ０，ｔ０＋ｈ[ ]上的解．
证法２　利用压缩映像原理证明．
引理１（压缩映像原理）　设Ω是闭区间α≤ｔ≤β上有定义的某一函数族φ，满足下列性质：
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１）对于φ∈Ω，存在常数Ｍφ＞０，使得当α≤ｔ≤β时，φ（ｔ）≤Ｍ；
２）如果φｎ∈Ω，（ｎ＝１，２，…）并且φｎ（ｔ）在α≤ｔ≤β上一致收敛于φ（ｔ），则φ（ｔ）∈Ω；
３）对于φ∈Ω，存在Ａ（φ）∈Ω与之对应，即Ａ是把Ω中的函数变为Ω中的函数变换；
４）存在小于 １的正常数 θ，０＜θ＜１，使得当 φ１，φ２∈Ω时， Ａφ１－Ａφ２ ≤θφ１－φ２ ，这里 φ≤

ｓｕｐ
α≤ｔ≤β

φ（ｔ），则存在唯一的φ（ｔ）∈Ω，满足Ａφ＝φ．

解的存在唯一性定理证明如下：

证明　设θ为常数，令０＜θ＜１，ｈ１＝ｍｉｎ｛ｈ，
θ
Ｌ
｝，设Ω是闭区间ｔ０－ｈ１≤ｔ≤ｔ０＋ｈ１上的连续函数的全体，且

φ（ｔ）∈Ω，φ（ｔ）－ｘ０ ≤ｂ，令 φ≤ ｓｕｐ
ｔ０－ｈ１≤ｔ≤ｔ０＋ｈ１

φ（ｔ）．由于 Ω是 Ｂａｎａｃｈ空间，显然具有引理１中的性质１）和

性质２），下面证明Ω具有性质３）．
对于φ∈Ω，定义Ａ（φ）＝ψ，即证明ψ∈Ω．因为

ψ（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ（ｓ））ｄｓ （４）

由于φ（ｔ）∈Ω，φ（ｔ）－ｘ０ ≤ｂ，故ｆ（ｔ，φ（ｔ））在 ｔ－ｔ０ ≤ｈ１上是连续的，从而ψ（ｔ）在 ｔ－ｔ０ ≤ｈ１上是连续的，
并且

ψ（ｔ）－ｘ０ ＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ（ｓ））ｄｓ≤Ｍ ｔ－ｔ０ ≤ｂ

即ψ（ｔ）∈Ω．故由式（４）定义的算子Ａ具有性质３）．
下面证明Ω具有性质４）．设φ１（ｔ），φ２（ｔ）∈Ω，令

ψ１（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ１（ｓ））ｄｓ，ψ２（ｔ）＝ｘ０＋∫

ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ２（ｓ））ｄｓ

则

ψ１（ｔ）－ψ２（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ１（ｓ））－ｆ（ｓ，φ２（ｓ））[ ] ｄｓ≤Ｌ∫

ｔ

ｔ０
φ１（ｓ）－φ２（ｓ）ｄｓ （５）

但 φ１（ｓ））－φ２（ｓ）≤ φ１（ｓ））－φ２（ｓ），所以
ψ１（ｔ）－ψ２（ｔ）≤Ｌ（ｔ－ｔ０）φ１（ｓ）－φ２（ｓ）≤Ｌｈ１ φ１（ｓ）－φ２（ｓ）

由此得

Ａφ１－Ａφ２ ＝ ψ１－ψ２ ≤θφ１－φ２
　　由压缩映像原理，存在唯一的 φ（ｔ）在 ｔ－ｔ０ ≤ｈ１上连续，满足 φ（ｔ）－ｘ０ ≤ｂ且 φ（ｔ）＝ｘ０＋

∫
ｔ

ｔ０
ｆ（ｓ，φ（ｓ））ｄｓ．

２　解的唯一性

微分方程解的唯一性除了证法２中应用压缩原理之外，还可以用如下几种方法．
证法１　利用Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式．
引理２（Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式）　设Ｋ为非负常数，ｆ（ｔ）和ｇ（ｔ）都是区间［ａ，ｂ］上的连续非负函数，且满足不

等式

ｆ（ｔ）≤Ｋ＋∫
ｔ

ａ
ｆ（ｓ）ｇ（ｓ）ｄｓ，ｔ∈［ａ，ｂ］

则有

ｆ（ｔ）≤Ｋｅｘｐ∫
ｔ

ａ
ｇ（ｓ）ｄｓ( )

微分方程（１）解的唯一性证明如下：
证明　设φ１（ｔ），φ２（ｔ）都是微分方程（１）的解，则

φ１（ｘ）－φ２（ｘ）＝∫
ｔ

ｔ０
［ｆ（φ１－ｆ（φ２）ｄｔ］≤∫

ｔ

ｔ０
Ｌφ１（ｘ）－φ２（ｘ）ｄｘ （６）
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　　由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，令Ｋ＝０，ｇ（ｓ）＝Ｌ，ｆ（ｓ）＝ φ１－φ２ ，则

φ１－φ２ ≤０，ｅｘｐ∫
ｔ

ａ
Ｌｄｓ( ) ＝０

故φ１（ｔ）＝φ２（ｔ）
证法２　设φ１（ｔ），φ２（ｔ）都是微分方程（１）在［ｔ０，ｔ０＋ｈ］上的解，令 ｇ（ｔ）＝ φ１（ｔ）－φ２（ｔ），则式（６）可

写为

ｇ（ｔ）≤∫
ｔ

ｔ０
Ｌｇ（ｓ）ｄｓ （７）

令ｕ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ０
Ｌｇ（ｓ）ｄｓ，则ｕ（ｔ）是定义在［ｔ０，ｔ０＋ｈ］上的连续可微函数，且 ｕ（ｔ０）＝０，０≤ｇ（ｔ）≤ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）＝

Ｌｇ（ｔ），于是
ｕ′（ｔ）＝Ｌｕ（ｔ），ｕ′（ｔ）－Ｌｕ（ｔ）( ) ｅ－Ｌｘ≤０ （８）

　　对式（８）中第２个式子不等式从ｔ０到ｔ上积分，∫
ｔ

ｔ０
ｕ′（ｓ）－Ｌｕ（ｓ）( ) ｅ－Ｌｓｄｓ≤０，得ｕ（ｔ）ｅ－Ｌｔ－ｕ（ｔ０）ｅ

－Ｌｔ０≤０，

即ｕ（ｔ）ｅ－Ｌｔ≤ｕ（ｔ０）ｅ
－Ｌｔ０＝０，而ｇ（ｔ）≤∫

ｔ

ｔ０
Ｌｇ（ｓ）ｄｓ＝ｕ（ｔ）≤０，即ｇ（ｔ）＝０，故解唯一．

证法３　反证法．

设φ１（ｔ），φ２（ｔ）都是微分方程在［ｔ０，ｔ０＋ｈ］上的解，记 ｅ（ｔ）＝［φ１－φ２］
２，ｈ１＝ｍｉｎ｛ｈ，

１
３Ｌ
｝，Ｋ＝ｍａｘｅ（ｔ）＝

ｅ（ｔ１），其中ｔ１为［ｔ０，ｔ０＋ｈ１］上某一点，显然ｅ（ｔ）在［ｔ０，ｔ０＋ｈ１］上连续，ｅ（ｔ０）＝０，且
ｄｅ（ｔ）
ｄｔ
＝２（φ１－φ２）（

ｄφ１
ｄｔ
－
ｄφ２
ｄｔ
）＝２（φ１－φ２）（ｆ（ｔ，φ１）－ｆ（ｔ，φ２））

则由ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件有
ｄｅ（ｔ）
ｄｔ
＝ ｄｅ（ｔ）

ｄｔ
＝２（φ１－φ２）（ｆ（ｔ，φ１）－ｆ（ｔ，φ２））≤２Ｌ（φ１－φ２）

２＝２Ｌｅ（ｔ） （９）

由中值定理及式（９）得

Ｋ＝ｅ（ｔ１）＝ｅ（ｔ１）－ｅ（ｔ０）＝ｅ′（ξ）（ｔ１－ｔ０）≤２Ｌｅ（ｔ２）（ｔ１－ｔ０）≤
２Ｌ
３Ｌ
ｅ（ｔ２）≤

２
３
Ｋ（ξ∈［ｔ０，ｔ１］）

与式（９）矛盾，于是解是唯一的．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｏｒｄｉｎａｒｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ；ｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅｐｒｏｂｌｅｍ；ｅｘｉｓｔｅｎｃｅａｎｄｕｎｉｑｕｅｎｅｓｓｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎ

９３第４期 聂东明，等：常微分方程解的存在唯一性定理证明


