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　　摘　要：基于变分原理的形式和空间的多样性，研究了带有ｑ距离的向量Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理在分离序列
完备一致空间中的一些重要应用．
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众所周知，Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理在数学非线性分析理论中有着非常重要的地位，它在非线性分析、全局控
制优化理论、向量均衡问题、临界点理论与博弈论等诸多领域中有着十分重要的意义和作用．许多学者对
Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理从空间和表达形式上进行了推广，得出了各种类型的Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理．基于此，研究了在
分离序列完备一致空间中，带有ｑ距离的向量Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理及其一些应用问题．

１　预备知识

定义１［５］　设Ｘ是一个分离一致空间，有一个实值映射Ｐ：Ｘ×Ｘ→ ０，＋∞[ )满足以下条件：
１）ｐ（ｘ，ｚ）≤ｐ（ｘ，ｙ）＋ｐ（ｙ，ｚ），ｘ，ｙ，ｚ∈Ｘ；
２）对任意序列｛ｙｎ｝Ｘ，若满足 ｐ（ｙｎ，ｙｍ）→０（ｍ＞ｎ→∞），则称｛ｙｎ｝为柯西列，ｐ（ｙｎ，ｙ）→０等价

于ｙｎ→ｙ；
３）ｐ（ｚ，ｘ）＝０且ｐ（ｚ，ｙ）＝０，则ｘ＝ｙ，对每个ｘ，ｙ，ｚ∈Ｘ，称ｐ为ｐ距离．如果条件２）变为更弱的条件２）：

对任意序列｛ｙｎ｝Ｘ，若满足ｐ（ｙｎ，ｙｍ）→０（ｍ＞ｎ→∞）是柯西列，且在Ｘ内，ｐ（ｙｎ，ｙ）→０包含着ｙｎ→ｙ，则称ｐ
为ｑ距离．

引理１［２］　Ｙ是拓扑向量空间，ＫＹ是一个闭凸锥，ｋｏ∈Ｋ＼－Ｋ，定义非线性标量化函数ξｋｏ：Ｙ→Ｒ∪｛＋∞｝
ξｋｏ（ｙ）：＝ｉｎｆ｛ｔ∈Ｒ，ｙ∈ｔｋｏ－Ｋ｝

则函数ξｋｏ（ｙ）有以下几种性质：
（ｉ）ξｋｏ（ｙ）为真；
（ｉｉ）ξｋｏ（ｙ）下半连续；
（ｉｉｉ）ξｋｏ（ｙ）次线性；
（ｉｖ）ξｋｏ（ｙ）为Ｋ－单调（即ｙ１≤ｋｙ２，ξｋｏ（ｙ１）≤ξｋｏ（ｙ２））；
（ｖ）｛ｙ∈Ｙξｋｏ（ｙ）≤ｔ｝＝ｔｋｏ－Ｋ；
（ｖｉ）ξｋｏ（ｙ＋λｋｏ）＝ξｋｏ（ｙ）＋λ，ｙ∈Ｙ，λ∈Ｒ．
定义２　Ｙ是拓扑向量空间，ＫＹ是一个闭凸锥，则关于 Ｋ的预序“≤Ｋ”有如下定义：ｙ１，ｙ２∈ Ｙ，有



ｙ１≤Ｋｙ２当且仅当ｙ２－ｙ１∈Ｋ．

　　定义３　函数ｆ：Ｘ→Ｙ∪｛∞｝被称为关于序列 ｐ下单调的，如果序列｛ｘｎ｝Ｘ满足 ｘｎ→珋ｘ且 ｆ（ｘｎ＋１）≤

Ｋｆ（ｘｎ），ｎ∈Ｎ，则有ｆ（珋ｘ）≤Ｋｆ（ｘｎ），ｎ∈Ｎ．
定义４　设（Ｘ，Ｕ）是一致空间，ｐ是 ｑ距离，ｆ：Ｘ→Ｙ∪｛∞｝关于≤Ｋ的下单调特征函数（如果 ｄｏｍｆ＝

｛ｘ∈Ｘ，ｆ（ｘ）∈Ｙ｝≠）（Ｘ，Ｕ）关于（ｐ，ｆ）序完备，如果在Ｘ中有一个序列｛ｘｎ｝满足ｐ（ｘｎ，ｘｍ）→０（ｍ＞ｎ→∞），

ｆ（ｘｎ＋１）≤Ｋｆ（ｘｎ），ｎ∈Ｎ，则珋ｘ∈ｘ，使得ｘｎ→珋ｘ（即ｐ（ｘｎ，珋ｘ）→０）．

２　主要结果

定理１（向量Ｅｋｅｌａｎｇｄ变分原理）　设（Ｘ，Ｕ）是分离序列完备一致空间，Ｐ：Ｘ×Ｘ→ ０，＋∞[ ) 是 ｑ距离，Ｙ
是含有零向量的拓扑向量空间，ＫＹ是一个闭凸锥，ｋｏ∈Ｋ＼－Ｋ．φ：Ｙ→（０，＋∞）为非减函数（即 ｙ１≤ｋｙ２，

φ（ｙ１）≤φ（ｙ２）），ｆ：Ｘ→Ｙ∪｛∞｝为序列下单调函数，ｘ∈Ｘ．设 Ｆ（ｘ）＝｛ｘ′∈Ｘ：ｆ（ｘ′）＋
ｋｏｐ（ｘ，ｘ′）
φ°ｆ（ｘ）

≤Ｋｆ（ｘ）｝，

ｘｏ∈Ｘ，ｙｏ∈Ｙ，ε＞０，使得ｆ（ｘｏ）∈ｙｏ＋（－∞，＋∞）ｋｏ－Ｋ且ｆ（Ｘ）∩（ｙｏ－εｋｏ－Ｋ）＝，则ｆ（ｘ）＋
ｋｏｐ（ｘｏ，ｘ）
φ°ｆ（ｘｏ）

Ｋｆ（ｘｏ），

ｘ∈Ｘ＼｛ｘｏ｝，或者珋ｘ∈Ｘ，使得

（ｉ）ｆ（珋ｘ）＋
ｋｏｐ（ｘｏ，珋ｘ）
φ°ｆ（ｘｏ）

≤Ｋｆ（ｘｏ）；

（ｉｉ）ｆ（ｘ）＋
ｋｏｐ（珋ｘ，ｘ）

φ°ｆ（珋ｘ）
Ｋｆ（珋ｘ），ｘ∈Ｘ＼｛珋ｘ｝．

证明　ｘ∈Ｘ，有Ｆ（ｘ）＝｛ｘ′∈Ｘ：ｆ（ｘ′）＋
ｋｏｐ（ｘ，ｘ′）
φ°ｆ（ｘ）

≤Ｋｆ（ｘ）｝，ｕ∈ｄｏｍｆ，ν∈Ｆ（ｕ），有ｆ（ν）≤Ｋｆ（ｕ）．事

实上，设ｘ∈Ｆ（ｖ），有

ｆ（ｘ）＋
ｋｏｐ（ｕ，ｘ）
φ°ｆ（ｕ）

≤ Ｋｆ（ｘ）＋
ｋｏ（ｐ（ｕ，ｖ）＋ｐ（ｖ，ｘ））

φ°ｆ（ｕ）
≤

Ｋｆ（ｘ）＋
ｋｏｐ（ｕ，ｖ）
φ°ｆ（ｕ）

＋
ｋｏｐ（ｖ，ｘ）
φ°ｆ（ｕ）

≤

Ｋｆ（ｘ）＋
ｋｏｐ（ｖ，ｘ）
φ°ｆ（ｖ）

＋
ｋｏｐ（ｕ，ｖ）
φ°ｆ（ｕ）

≤

Ｋｆ（ｖ）＋
ｋｏｐ（ｕ，ｖ）
φ°ｆ（ｕ）

≤Ｋｆ（ｕ）

所以ｘ∈Ｆ（ｕ），Ｆ（ｖ）Ｆ（ｕ）．
现在证明结论（反证法）：

假设ｆ（ｘ）＋
ｋｏｐ（ｘｏ，ｘ）
φ°ｆ（ｘｏ）

Ｋｆ（ｘｏ），ｘ∈Ｘ＼｛ｘｏ｝不成立，则

ｆ（ｘ１）＋
ｋｏｐ（ｘｏ，ｘ１）
φ°ｆ（ｘｏ）

≤Ｋｆ（ｘｏ），ｘ１∈Ｘ＼｛ｘｏ｝

所以Ｆ（ｘｏ）＝｛ｘ１∈Ｘ：ｆ（ｘ１）＋
ｋｏｐ（ｘｏ，ｘ１）
φ°ｆ（ｘｏ）

≤Ｋｆ（ｘｏ）｝，有Ｆ（ｘｏ）Ｆ（ｘｏ）＼｛ｘｏ｝≠．
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对ｘ∈Ｘ，定义了ｇ（ｘ）＝ξｋｏ（ｆ（ｘ）－ｙｏ），因为ｆ（Ｘ）∩（ｙｏ－εｋｏ－Ｋ）＝，所以（ｆ（ｘ）－ｙｏ）∩（－εｋｏ－Ｋ）＝，
则ｆ（ｘ）－ｙｏ－εｋｏ－Ｋ，ｘ∈Ｘ．

又ｇ（ｘ）＝ξｋｏ（ｆ（ｘ）－ｙｏ）≥－ε，ｇ有界，有

ｆ（ｘ）－ｙｏ＋
ｋｏｐ（ｘｏ，ｘ）
φ°ｆ（ｘｏ）

≤Ｋｆ（ｘｏ）－ｙｏ，ｘ∈ｆ（ｘｏ）

　　由引理１中的（ｖｉ）可知：

ｇ（ｘ）＋
ｐ（ｘｏ，ｘ）
φ°ｆ（ｘｏ）

＝ξｋｏ（ｆ（ｘ）－ｙ０＋
ｐ（ｘｏ，ｘ）
φ°ｆ（ｘｏ）

）＝

ξｋｏ（ｆ（ｘ）－ｙ０）＋
ｐ（ｘｏ，ｘ）
φ°ｆ（ｘｏ）

）≤

ξｋｏ（ｆ（ｘ）－ｙ０）＝ｇ（ｘｏ）

故ｇ有界，取ｘ１∈Ｆ（ｘｏ），有ｇ（ｘ１）＜ｉｎｆＦ（ｘｏ）ｇ＋
１
２
．若ｘ１满足ｆ（ｘ）＋

ｋｏｐ（ｘ１，ｘ）
φ°ｆ（ｘ１）

Ｋｆ（ｘｎ），ｘ∈Ｘ＼｛ｘ１｝，则珋ｘ＝ｘ１，

结论成立．

若不成立，则有Ｆ（ｘ１）Ｆ（ｘ１）＼｛ｘ１｝≠，取ｘ２∈Ｆ（ｘ１），ｇ（ｘ２）＜ｉｎｆＦ（ｘ１）ｇ＋
１
２２
，重复上述过程，对某个 ｎ，

有ｆ（ｘ）＋
ｋｏｐ（ｘｎ，ｘ）
φ°ｆ（ｘｎ）

Ｋｆ（ｘｎ），ｘ∈Ｘ＼｛ｘｎ｝，则 珋ｘ＝ｘｎ．

所以 珋ｘ∈Ｆ（ｘｎ－１）Ｆ（ｘｎ－２）…Ｆ（ｘｏ），珋ｘ＝ｘｎ满足（ｉ）和（ｉｉ）；否则，得到一个序列 ｘｎ＋１∈Ｆ（ｘｎ）和

ｇ（ｘｎ＋１）＜ｉｎｆＦ（ｘｎ）ｇ＋
１
２ｎ＋１
（ｎ＝０，１，２，…）．由上述证明方法可知

ｇ（ｘｎ＋１）≤Ｋｇ（ｘｎ），Ｆ（ｘｎ＋１）Ｆ（ｘｎ）
所以｛ｇ（ｘｎ）｝为一个不增下有界序列；ｒ∈Ｒ，有ｌｉｍｎ→∞ｇ（ｘｎ）

＝ｒ，ｇ（ｘｍ）＞ｒ（ｍ∈Ｎ），当 ｍ＞ｎ时，有 ｘｍ∈

Ｆ（ｘｍ－１）Ｆ（ｘｎ），即

ｆ（ｘｍ）＋
ｋｏｐ（ｘｎ，ｘｍ）
φ°ｆ（ｘｎ）

≤Ｋｆ（ｘｎ）

所以

ξｋｏ（ｆ（ｘｍ）－ｙ０＋
ｋｏｐ（ｘｎ，ｘｍ）
φ°ｆ（ｘｎ）

）≤Ｋξｋｏ（ｆ（ｘｎ）－ｙ０）

又因为ｇ（ｘｎ）＝ξｋｏ（ｆ（ｘｎ）－ｙ０），有

ｇ（ｘｍ）＋
ｐ（ｘｎ，ｘｍ）
φ°ｆ（ｘｎ）

≤ｇ（ｘｎ）

ｐ（ｘｎ，ｘｍ）≤（ｇ（ｘｎ）－ｇ（ｘｍ））·φ°ｆ（ｘｎ）≤φ°ｆ（ｘｏ）（ｇ（ｘｎ）－ｒ）→０（ｍ＞ｎ→∞）

又（Ｘ，Ｕ）关于（ｐ，ｆ）为序完备，则珋ｘ∈Ｘ，有ｘｎ→珋ｘ，珋ｘ∈Ｆ（ｘｎ）．特别地，取 珋ｘ∈Ｆ（ｘｏ），Ｆ（珋ｘ）Ｆ（ｘｎ），即ｆ（珋ｘ）＋

ｋｏｐ（ｘｏ，珋ｘ）
φ°ｆ（ｘｏ）

≤Ｋｆ（ｘｏ）．这里，可以说明满足ｆ（ｘ）＋
ｋｏｐ（珋ｘ，ｘ）

φ°ｆ（珋ｘ）
Ｋｆ（珋ｘ），ｘ∈Ｘ＼｛珋ｘ｝．若不是，则ｘ′∈Ｘ，ｘ′≠珋ｘ，有

ｆ（ｘ′）＋
ｋｏｐ（珋ｘ，ｘ′）

φ°ｆ（珋ｘ）
≤Ｋｆ（珋ｘ）

则

ｘ′∈Ｆ（珋ｘ），ｘ′∈Ｆ（ｘｎ），ｎ∈Ｎ
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ｆ（ｘ′）＋
ｋｏｐ（ｘｎ，ｘ′）
φ°ｆ（ｘｎ）

≤Ｋｆ（ｘｎ）

ｇ（ｘ′）＋
ｋｏｐ（ｘｎ，ｘ′）
φ°ｆ（ｘｎ）

≤Ｋｇ（ｘｎ）

ｐ（ｘｎ，ｘ′）≤（ｇ（ｘｎ）－ｇ（ｘ′））·φ°ｆ（ｘｎ）≤

φ°ｆ（ｘｏ）（ｇ（ｘｎ）－ｉｎｆＦ（ｘｎ－１）ｇ）≤

φ°ｆ（ｘｏ）·
１
２ｎ
→０（ｎ→∞）

ｘｎ→ｘ′，故ｘ′＝珋ｘ．这与假设ｘ′≠珋ｘ矛盾，所以结论成立．
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