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１　预备知识

介绍以下原始凸规划问题

（Ｐ）ｍｉｎθ１（ｘ）＋θ２（ｚ） （１）
ｓ．ｔ．Ａｘ＋Ｂｚ＝ｃ，ｘ∈Ｘ，ｚ∈Ｚ

其中θ１：Ｒ
ｎ→（－∞，＋∞］，θ２：Ｒ

ｓ→（－∞，＋∞］是闭真凸函数，Ａ是 ｍ×ｎ矩阵，Ｂ是 ｍ×ｓ矩阵；ＸＲｎ，ＺＲｓ是

闭凸集；ｃ是ｍ维给定向量．问题（Ｐ）的拉格朗日函数Ｌ：Ｒｎ×Ｒｓ×Ｒｍ→（－∞，＋∞］
Ｌ（ｘ，ｚ，ｙ）＝θ１（ｘ）＋θ２（ｚ）－＜ｙ，Ｇ（ｘ，ｚ）＞

其中＜·，·＞表示内积，· 表示欧几里得范数，Ｇ（ｘ，ｚ）＝Ａｘ＋Ｂｚ－ｃ，ｙ是约束 Ａｘ＋Ｂｚ＝ｃ的相应拉格朗日乘
子．问题（Ｐ）的增广拉格朗日函数为

Ｌλ（ｘ，ｚ，ｙ）＝θ１（ｘ）＋θ２（ｚ）－＜ｙ，Ｇ（ｘ，ｚ）＞＋
λ
２
Ｇ（ｘ，ｚ）２

　　Ｐｅａｃｅｍａｎ和Ｒｏｃｈｆｏｒｄ在文献［１－３］中首次提出交替方向法（ＡＤＭ）思想；Ｄ．Ｇａｂａｙ和 Ｂ．Ｍｅｒｃｉｅｒ在文献
［４］，Ｒ．Ｇｌｏｗｉｎｓｋ和Ｐ．Ｌ．Ｔａｌｌｅｃ在文献［５］中分别提出了问题（Ｐ）的一个算法，它对增广拉格朗日函数先关于
ｘ求极小，其次关于ｚ求极小，最后更新乘子ｙ；１９９１年，Ｐ．Ｔｓｅｎｇ在文献［６］提出了求解问题（Ｐ）的另一种方
法，用增广拉格朗日函数Ｌλ（ｘ，ｚ，ｙ）代替一般的拉格朗日函数 Ｌ（ｘ，ｚ，ｙ）对 ｘ极小化；Ｅｃｋｓｔｅｉｎ和 Ｂｅｒｓｅｋａｓ在
文献［７］中将ＤｏｕｇｌａｓＲａｃｈｆｏｒｄ分割方法和邻近点算法建立了联系；１９９４年，Ｃｈｅｎ和 Ｔｅｂｏｕｌｌｅ在文献［８］中
提出了一种可分方法，它关于对偶变量进行了两次迭代；Ｆｕｋｕｓｈｉｍａ在文献［９］中提出把ＡＤＭ应用到凸规划
的对偶问题上解决带可分结构的凸规划问题；Ｐａｐｅｒ在文献［１０］中认为还可以通过ＡＤＭ方法有效解决大规
模最小二乘法半定规划问题．虽然以上有些算法是全局收敛的，但在实际迭代中，确保线性收敛的前提条件
太强且很难满足．为了解决这个问题，文献［１１］在交替方向法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ，记为 ＡＤＭ）中的

前两步即产生ｘｋ＋１，ｚｋ＋１的过程中分别添加近似二次项 α
２
ｘ－ｘｋ ２，

β
２
ｚ－ｚｋ ２，简称为近似交替方向法

（ＰｒｏｘｉｍａｌＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ），记为ＰＡＤＭ．



ＰＡＤＭ算法

　　初始步：选一个初始点Ｍ０＝（ｘ０，ｚ０，ｙ０）∈Ｒｎ＋ｓ＋ｍ，一个正数ε＞０，α＞０，β＞０，γ∈（０，槡
５＋１
２
），令ｋ＝０；

第１步：计算

ｘｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

｛θ１（ｘ）－＜ｙ
ｋ，Ｇ（ｘ，ｚｋ）＞＋

１
２
Ｇ（ｘ，ｚｋ）２＋α

２
ｘ－ｘｋ ２｝ （２）

ｚｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ∈Ｚ

｛θ２（ｚ）－＜ｙ
ｋ，Ｇ（ｘｋ＋１，ｚ）＞＋

１
２
Ｇ（ｘｋ＋１，ｚ）２＋β

２
ｚ－ｚｋ ２｝ （３）

ｙｋ＋１＝ｙｋ－γＧｘｋ＋１，ｚｋ＋１( ) （４）
　　第２步：若 Ｍｋ＋１－Ｍｋ ＜ε，则停止，Ｍｋ＋１就是近似解；否则令ｋ＝ｋ＋１，并返回到第１步．

推广模型如下：

（Ｐ′）　　　　ｍｉｎθ１（ｘ）＋θ２（ｚ） （５）
ｓ．ｔ．ｇ１（ｘ）＋ｇ２（ｚ）＝ｂ，ｘ∈Ｘ，ｚ∈Ｚ

其中θ１：Ｒ
ｎ→（－∞，＋∞］，θ２：Ｒ

ｓ→（－∞，＋∞］是闭真凸函数，ｇ１：Ｒ
ｎ→Ｒ，ｇ２：Ｒ

Ｓ→Ｒ是一阶连续可微凸函数，
ＸＲｎ，ＺＲｓ是闭凸集，ｂ是给定的常数．

对于这种数学规划问题，提出了一类新的可分算法．在算法中，把 ＰＡＤＭ算法中的二次项依次进行线性
化，然后将上一次迭代获得的起始点（ｘｋ，ｚｋ，ｙｋ）和最优点（ｕｋ＋１，ｖｋ＋１，ｗｋ＋１）的凸组合作为下一次迭代的起始点
（ｘｋ＋１，ｚｋ＋１，ｙｋ＋１），称此方法为修正线性近似交替方向法（ＭｏｄｉｆｉｅｄＬｉｎｅａｒＰｒｏｘｉｍａｌＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎ
Ｍｅｔｈｏｄ），记为ＭＬＰＡＤＭ．在第２部分介绍一类修正线性近似交替方向法；第三部分应用一类修正线性近似交
替方向法进行数值实验；最后通过数据比较得出结论．

２　方法介绍

结合以上提出的ＰＡＤＭ方法，对带有非线性约束的凸规划问题，提出了以下３种修正线性近似交替方
向法．

第一种修正线性近似交替方向法是把式（２）中的二次项
１
２
Ｇ（ｘ，ｚｋ）２在ｘｋ处线性化，然后将上一次迭

代获得的起始点和最优点的凸组合作为下一次迭代的起始点．
因为

ｇ１（ｘ）≈ｇ１（ｘ
ｋ）＋ｇ１（ｘ

ｋ）·（ｘ－ｘｋ）
　　所以

Ｇ（ｘ，ｚｋ）２＝ ｇ１（ｘ）＋ｇ２（ｚ
ｋ）－ｂ２≈

ｇ１（ｘ
ｋ）＋ｇ１（ｘ

ｋ）·（ｘ－ｘｋ）＋ｇ２（ｚ
ｋ）－ｂ２＝

ｇ１（ｘ
ｋ）·（ｘ－ｘｋ）＋［ｇ１（ｘ

ｋ）＋ｇ２（ｚ
ｋ）－ｂ］２＝

［ｇ１（ｘ
ｋ）·（ｘ－ｘｋ）］２＋２ｇ１（ｘ

ｋ）·（ｘ－ｘｋ）·［ｇ１（ｘ
ｋ）＋ｇ２（ｚ

ｋ）－ｂ］＋…

［ｇ１（ｘ
ｋ）＋ｇ２（ｚ

ｋ）－ｂ］２

因此线性化二次项
１
２
Ｇ（ｘ，ｚｋ）２，去掉常数项，就能以近似的式（６）来替代

ｇ１（ｘ
ｋ）（ｘ－ｘｋ）·［ｇ１（ｘ

ｋ）＋ｇ２（ｚ
ｋ）－ｂ］ （６）

　　ＭＬＰＡＤＭ算法１
初始步：选一个初始点Ｍ０＝（ｘ０，ｚ０，ｙ０）∈Ｒｎ＋ｓ＋ｌ，一个正数ε＞０，η∈（０，１），φ０１∈ｇ１（ｘ

０），α＞０，β＞０，γ∈

０，槡
５＋１
２( )，令ｋ＝０；
第１步：计算
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ｕｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

θ１（ｘ）－＜ｙ
ｋ，Ｇ（ｘ，ｚｋ）＞＋φｋ１（ｘ－ｘ

ｋ）（ｇ１（ｘ
ｋ）＋ｇ２（ｚ

ｋ）－ｂ）＋α
２
ｘ－ｘｋ ２{ }

ｖｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ∈Ｚ

θ２（ｚ）－＜ｙ
ｋ，Ｇ（ｕｋ＋１，ｚ）＞＋

１
２
Ｇ（ｘｋ，ｚ）２＋β

２
ｚ－ｚｋ ２{ }

ｗｋ＋１＝ｙｋ－γＧｕｋ＋１，ｖｋ＋１( )
　　第２步：（ｘｋ＋１，ｚｋ＋１，ｙｋ＋１）＝η（ｘｋ，ｚｋ，ｙｋ）＋（１－η）（ｕｋ＋１，ｖｋ＋１，ｗｋ＋１）；

第３步：若 Ｍｋ＋１－Ｍｋ ＜ε，则停止，Ｍｋ＋１就是近似解；否则令ｋ＝ｋ＋１，并返回到第１步．

第２种修正线性近似交替方向法是把式（３）中的二次项
１
２
Ｇ（ｘｋ＋１，ｚ）２在 ｚｋ处线性化，然后将整个算法

由上一次迭代获得的起始点和最优点的凸组合作为下一次迭代的起始点．
因为

ｇ２（ｚ）≈ｇ２（ｚ
ｋ）＋ｇ２（ｚ

ｋ）·（ｚ－ｚｋ）
　　所以

Ｇ（ｘｋ＋１，ｚ）２＝ ｇ１（ｘ
ｋ＋１）＋ｇ２（ｚ）－ｂ

２≈

ｇ１（ｘ
ｋ＋１）＋ｇ２（ｚ

ｋ）·（ｚ－ｚｋ）＋ｇ２（ｚ
ｋ）－ｂ２＝

ｇ２（ｚ
ｋ）·（ｚ－ｚｋ）＋［ｇ１（ｘ

ｋ＋１）＋ｇ２（ｚ
ｋ）－ｂ］２＝

［ｇ２（ｚ
ｋ）·（ｚ－ｚｋ）］２＋２ｇ２（ｚ

ｋ）·（ｚ－ｚｋ）·［ｇ１（ｘ
ｋ＋１）＋ｇ２（ｚ

ｋ）－ｂ］＋…

［ｇ１（ｘ
ｋ＋１）＋ｇ２（ｚ

ｋ）－ｂ］２

因此线性化二次项
１
２
Ｇ（ｘｋ＋１，ｚ）２，去掉常数项，就可以近似地用式（７）来替代

ｇ２（ｚ
ｋ）（ｚ－ｚｋ）·［ｇ１（ｘ

ｋ＋１）＋ｇ２（ｚ
ｋ）－ｂ］ （７）

　　ＭＬＰＡＤＭ算法２
初始步：选一个初始点Ｍ０＝（ｘ０，ｚ０，ｙ０）∈Ｒｎ＋ｓ＋ｌ，一个正数 ε＞０，η∈（０，１），φ０２∈ｇ２（ｚ

０），α＞０，β＞０，γ∈

０，槡
５＋１
２( )，令ｋ＝０；
第１步：计算

ｕｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

θ１（ｘ）－＜ｙ
ｋ，Ｇ（ｘ，ｚｋ）＞＋

１
２
Ｇ（ｘ，ｚｋ）２＋α

２
ｘ－ｘｋ ２{ }

ｖｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ∈Ｚ

θ２（ｚ）－＜ｙ
ｋ，Ｇ（ｕｋ＋１，ｚ）＞＋φｋ２（ｚ－ｚ

ｋ）（ｇ１（ｕ
ｋ＋１）＋ｇ２（ｚ

ｋ）－ｂ）＋β
２
ｚ－ｚｋ ２{ }

ｗｋ＋１＝ｙｋ－γＧｕｋ＋１，ｖｋ＋１( )
　　第２步：（ｘｋ＋１，ｚｋ＋１，ｙｋ＋１）＝η（ｘｋ，ｚｋ，ｙｋ）＋（１－η）（ｕｋ＋１，ｖｋ＋１，ｗｋ＋１）；

第３步：若 Ｍｋ＋１－Ｍｋ ＜ε，则停止，Ｍｋ＋１就是近似解；否则令ｋ＝ｋ＋１，并返回到第１步．

第３种修正线性近似交替方向法是同时把式（２）和式（３）中的二次项
１
２
Ｇ（ｘ，ｚｋ）２，

１
２
Ｇ（ｘｋ＋１，ｚ）２线

性化，即分别用ｇ１（ｘ
ｋ）（ｘ－ｘｋ）·［ｇ１（ｘ

ｋ）＋ｇ２（ｚ
ｋ）－ｂ］和ｇ２（ｚ

ｋ）（ｚ－ｚｋ）·［ｇ１（ｘ
ｋ＋１）＋ｇ２（ｚ

ｋ）－ｂ］来替代，然后
将整个算法由上一次迭代获得的起始点和最优点的凸组合为下一次迭代的起始点．具体算法如下：

ＭＬＰＡＤＭ算法３
初始步：选一个初始点Ｍ０＝（ｘ０，ｚ０，ｙ０）∈Ｒｎ＋ｓ＋ｌ，一个正数ε＞０，η∈（０，１），φ０１∈ｇ１（ｘ

０），φ０２∈ｇ２（ｚ
０），

α＞０，β＞０，γ∈ ０，槡
５＋１
２( )，令ｋ＝０；

第１步：计算

ｕｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ∈Ｘ

θ１（ｘ）－＜ｙ
ｋ，Ｇ（ｘ，ｚｋ）＞＋φｋ１（ｘ－ｘ

ｋ）（ｇ１（ｘ
ｋ）＋ｇ２（ｚ

ｋ）－ｂ）＋α
２
ｘ－ｘｋ ２{ }

５２第４期 李　慧：解凸优化问题的一类修正线性近似交替方向法



ｖｋ＋１＝ａｒｇｍｉｎ
ｚ∈Ｚ

θ２（ｚ）－＜ｙ
ｋ，Ｇ（ｕｋ＋１，ｚ）＞＋φｋ２（ｚ－ｚ

ｋ）（ｇ１（ｕ
ｋ＋１）＋ｇ２（ｚ

ｋ）－ｂ）＋β
２
ｚ－ｚｋ ２{ }

ｗｋ＋１＝ｙｋ－γＧｕｋ＋１，ｖｋ＋１( )
　　第２步：（ｘｋ＋１，ｚｋ＋１，ｙｋ＋１）＝η（ｘｋ，ｚｋ，ｙｋ）＋（１－η）（ｕｋ＋１，ｖｋ＋１，ｗｋ＋１）

第３步：若 Ｍｋ＋１－Ｍｋ ＜ε，则停止，Ｍｋ＋１就是近似解；否则令ｋ＝ｋ＋１，并返回到第１步．

３　数值试验

对于各个算例，分别通过ＰＡＤＭ和此处提出的ＭＬＰＡＤＭ算法１，算法２，算法３进行比较求解，数值结果
记录在表１中．其中Ｍ０＝（ｘ０，ｚ０，ｙ０）为任意选取的初始点，Ｍ＝（ｘ，ｚ，ｙ）代表原始问题的近似最优点，
θ（ｘ，ｚ）＝θ１（ｘ）＋θ２（ｚ）为近似最优值，Ｉｔｅｒ代表迭代次数，ｔ／ｓ代表ｃｐｕ运算时间．

例１　　ｍｉｎ１０ｘ２－ｘ＋１０ｚ２－１０
ｓ．ｔ．ｘ２＋ｚ２＝１

由文献可知最优点为（１，０），最优值为－１．
表１　例１的４种算法比较

Ｍ０ Ｍ θ（ｘ，ｚ） Ｉｔｅｒ ｔ／ｓ

ＭＰＡＤ
０．７
０．１
９

０．９９９９９８６７１９３７８８
０．０００００６１３０２８５０８
９．４９９９９８０５８８３９７９

－１．００００２５２３２７８６８７ １３ ０．３９００００

ＰＬＭＰＡＤ
算法１

０．７
０．１
９

０．９９９９９８１６９４３０７
０．００００００８４２５９２４３
９．５０００１５３４８０２３９８

－１．００００３４７８０７３１０３ ３０ ０．６８７０００

ＰＬＭＰＡＤ
算法２

０．７
０．１
９

０．９９９９９８７０７３５５６４
０．０００００８６２５００５９６
９．４９９９９８０３９８５１９２

－１．００００２４５５９４８２２５ １３ ０．３２８０００

ＰＬＭＰＡＤ
算法３

０．７
０．１
９

０．９９９９９８１０４６０３１７
０．００００００４９３９０９４０
９．５０００１５３２９２５００８

－１．００００３６０１２５０１４７ ３０ ０．７０２０００

通过表１可以看出，从迭代次数、运算时间以及最优值比较，显然ＰＭＰＡＤ算法２效果好一点．
例２　　ｍｉｎ－１２ｘ－７ｙ＋ｙ２

ｓ．ｔ．－２ｘ４＋２－ｙ＝０，０≤ｘ≤２，０≤ｙ≤３
例２最优点为（０．７１７５１，１．４７０），最优值为－１６．７３８８９．

表２　例２的４种算法比较

Ｍ０ Ｍ θ（ｘ，ｚ） Ｉｔｅｒ ｔ／ｓ

ＭＰＡＤ
１
１．５
５

０．７１７５３６１７０９１４１４
１．４６９８３９４６７７６９９２
４．０６０３１８４４１０９６９９

－１６．７３８８８２２６４３４５００ １９ ０．４３７０００

ＰＬＭＰＡＤ
算法１

１
１．５
５

０．７１７５３６１６４９１６６５
１．４６９８３９５１０９８１１５
４．０６０３１８４３５８３７６７

－１６．７３８８８２３６７８２６５０ １８ ０．３９００００

ＰＬＭＰＡＤ
算法２

１
１．５
５

０．７１７５３５０９７６７４６５
１．４６９８３９３３２２３４７４
４．０６０３２９９０７３２１３５

－１６．７３８８８８７５２５４７９ １８ ０．４０４０００
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续表

Ｍ０ Ｍ θ（ｘ，ｚ） Ｉｔｅｒ ｔ／ｓ

ＰＬＭＰＡＤ
算法３

１
１．５
５

０．７１７５３６２７１０１０９９
１．４６９８４４８９８７５６４１
４．０６０３１２２９８５４５４１

－１６．７３８８８８７５０５７６５８ １９ ０．４０５０００

通过表２观察分析，显然这４种算法中ＰＭＰＡＤ算法２效果好一点．

４　结　论

从上面的数值结果可知，对于同一个问题，ＭＰＡＤ算法与ＰＬＭＰＡＤ算法１，ＰＬＭＰＡＤ算法２，ＰＬＭＰＡＤ算
法３比较，ＰＭＰＡＤ算法２效果好一点．从以上计算结果来看，算法对求解带非线性约束的规划问题是有效

的．在计算过程中发现，只有松弛因子γ在 ０，槡
５＋１
２( )中才有效，并且大于等于１的效果更好．
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