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０　引　言

考虑无约束优化问题：

ｍｉｎｆｘ( ) ，ｘ∈Ｒｎ （１）
其中，ｆ：Ｒｎ→Ｒ是一个连续可微的函数．

众所周知，共轭梯度法是求解式（１）的一种重要方法，它具有如下的迭代格式
ｘｋ＋１＝ｘｋ＋αｋｄｋ，ｋ＝０，１，… （２）

并且

ｄｋ＝
－ｇｋ，

－ｇｋ＋βｋｄｋ－１，
ｋ＝０
ｋ≥１{ （３）

其中，αｋ是利用某种线搜索获得的步长；ｄｋ为搜索方向；纯量βｋ的选取应满足所谓的共轭性，即当ｆ（ｘ）是严
格凸二次函数，且采用精确线搜索时，由式（１）（２）产生的搜索方向关于ｆ（ｘ）Ｈｅｓｓｉａｎ共轭．

不同的βｋ取法会产生不同的共轭梯度法，比较常见的βｋ有ＦＲ（ＦｌｅｔｃｈｅｒＲｅｖｅｅｓ
［１］），ＰＲＰ（ＰｏｌａｋＲｉｂｉｅｒｅ

Ｐｏｌｙａｋ［２］），ＨＳ（ＨｅｓｔｅｎｅｓＳｔｉｅｆｅｌ［３］），ＬＳ（ＬｉｕＳｔｏｒｅｙ［４］），ＣＤ（ＣｏｎｊｕｇａｔｅＤｅｓｃｅｎｔ［５］）和 ＤＹ（ＤａｉＹｕａｎ［６］）共轭梯
度法．它们分别为
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ｇｋ

２

ｇｋ－１
２，β

ＰＲＰ
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ｇＴｋｙｋ－１
ｇｋ－１

２，β
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ｋ ＝

ｇＴｋｙｋ－１
ｇＴｋ－１ｙｋ－１

βＬＳｋ ＝
ｇＴｋｙｋ－１
－ｄＴｋ－１ｇｋ－１

，βＣＤｋ ＝
ｇｋ

２

－ｄＴｋ－１ｇｋ－１
，βＤＹｋ ＝

ｇｋ
２

ｄＴｋ－１ｙｋ－１
　　步长αｋ的选取应满足一定的下降条件，即ｇ

Ｔ
ｋｄｋ＜０，此处采用的线搜索为广义Ｗｏｌｆｅ线搜索

ｆｘｋ＋αｋｄｋ( ) ≤ｆｘｋ( ) ＋δαｋｇ
Ｔ
ｋｄｋ （４）

σ１ｇ
Ｔ
ｋｄｋ≤ｇｘｋ＋αｋｄｋ( ) Ｔｄｋ≤－σ２ｇ

Ｔ
ｋｄｋ （５）

其中０＜δ＜σ１＜１，０＜σ２＜＋∞．可以看出只要σ１＝σ２，广义Ｗｏｌｆｅ线搜索可以简化为强Ｗｏｌｆｅ线搜索．



２００９年，张丽［７］对ＰＲＰ方法进行了一个修正，变为

βＮＰＲＰｋ ＝
ｇｋ

２－
ｇｋ
ｇｋ－１

ｇＴｋｇｋ－１

ｇｋ－１
２ （６）

　　在文献［７］中，作者证明了βＮＰＲＰｋ 方法在强Ｗｏｌｆｅ线搜索且满足σ＜
１
２
的条件下具有充分下降性和全局收

敛性．
此处对证明过程进行一个推广，证明该方法在广义Ｗｏｌｆｅ下的全局收敛性，当σ１＝σ２时，就可以直接得

出βＮＰＲＰｋ 方法在强Ｗｏｌｆｅ线搜索下的全局收敛性．

１　算法

ＮＰＲＰ算法：
初始步：给定ｘ０∈Ｒ

ｎ，ε≥０，令ｄ０＝－ｇ０，ｋ：＝０；
第１步：若 ｇ０ ∞≤ε，则停止；
第２步：求出满足广义Ｗｏｌｆｅ搜索式（４）（５）下的步长αｋ；
第３步：计算ｘｋ＋１＝ｘｋ＋αｋｄｋ，若 ｇｋ＋１ ∞≤ε，则停止；
第４步：通过式（６）计算βｋ，并通过式（３）计算ｄｋ＋１，令ｋ：＝ｋ＋１，转第２步．

２　算法的收敛性

作如下假设［３］：

（Ａ）水平集Ω＝ｘ∈Ｒｎ ｆ（ｘ）≤ｆｘ０( ){ }有下界，其中ｘ０∈Ｒ
ｎ为初始点．

（Ｂ）ｆ在水平集Ω的一个领域Ν内连续可微，且其梯度ｇ满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续，即存在常数Ｌ＞０，使得
ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）≤Ｌｘ－ｙ，ｘ，ｙ∈Ν （７）

　　显然，在上述假设下，存在某个γ１０，使得
ｇ（ｘ）≤γ１，ｘ∈Ω （８）

　　由假设（Ａ）和（Ｂ）可知，
∞

ｋ≥０
（１－σ）αｋｇ

Ｔ
ｋｄｋ ＜＋∞，结合 ｇ（ｘ）≤γ１，可得

∞

ｋ≥０
αｋ ｄｋ ＜＋∞，从而有

ｌｉｍ
ｋ→∞
αｋ ｄｋ ＝０ （９）

　　引理１　在假设（Ａ）和（Ｂ）成立的条件下，βＮＰＲＰｋ 满足０≤βＮＰＲＰｋ ≤βＦＲｋ．
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ｇｋ－１
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２ ≥

ｇｋ
２－
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ｇｋ ｇｋ－１

ｇｋ－１
２

＝０

并且

βＮＰＲＰｋ ≤
ｇｋ

２

ｇｋ－１
２
＝βＦＲｋ

结论显然成立．
引理２　如果存在常数ε＞０，使得 ｇｋ≥ε对任意ｋ≥０成立，则必存在常数Ｍ＞０，使得 ｄｋ≤Ｍ对任意

ｋ≥０成立．
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证明　当ｋ＝０时，ｄ０ ＝ －ｇ０ ＝ｇ０ ≤γ１，当ｋ≥１时，ｄｋ≤ ｇｋ ＋
２ｇｋ（ｇｋ－ｇｋ－１ ）

ｇｋ－１
２ ｄｋ－１ ．

由式（７）（８）可知

ｄｋ≤γ１＋
２γ１Ｌαｋ－１｜ ｄｋ－１

ε２
ｄｋ－１

　　由式（９）可知ｑ∈（０，１），并且存在整数ｋ０，使得ｋ≥ｋ０，有
２γ１Ｌ

ε２
αｋ－１ ｄｋ－１ ≤ｑ

　　因此，对所有的ｋ≥ｋ０，有
ｄｋ≤γ１＋ｑｄｋ－１ ≤

γ１（１＋ｑ＋ｑ
２＋… ＋ｑｋ－ｋ０－１）＋ｑｋ＝ｋ０ ｄｋ０ ≤

γ１
１－ｑ

＋ ｄｋ０

　　令Ｍ＝ｍａｘ ｄ１ ，ｄ２ ，…，ｄｋ０ ，
γ１
１－ｑ
＋ｄｋ０{ }，就可以推断出对任意的ｋ，显然结论 ｄｋ≤Ｍ成立．

定理１［８］　在假设（Ａ）和（Ｂ）成立的条件下，如果ｇＴｋｄｋ＜０，０≤βｋ≤β
ＦＲ
ｋ，那么ｌｉｍｉｎｆｋ→∞

ｇｋ ＝０．

显然βＮＰＲＰｋ 满足定理１，即βＮＰＲＰｋ 是全局收敛的．
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