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鲁津定理揭示了可测函数与连续函数的关系，现行教材中，关于鲁津定理的证明大多以叶果洛夫定理

为工具，而叶果洛夫定理仅在ｍｅａｓＥ＜＋∞才成立（Ｅ是欧氏空间ＲＮ中的一个可测集），因此鲁津定理的证明

必须考虑ｍｅａｓＥ＜＋∞的情形和ｍｅａｓＥ＝＋∞的情形，证明过程比较复杂［１，２］．受文献［３］的启发，此处改进了

文献［１］中的证明方法，从非负有界可测函数与简单函数的关系入手，给出了鲁津定理的另一证明．无论对

ｍｅａｓＥ＜＋∞和ｍｅａｓＥ＝＋∞都成立．与文献［１］中原有的证明相比，该方法更简单，容易让学生理解．先介绍一

些基本结论．

定义１　设ｆ（ｘ）的定义域Ｅ可分成有限个互不相交的可测集 Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｋ，Ｅ＝∪
ｋ
ｉ＝１Ｅｉ，使得 ｆ（ｘ）在每

个Ｅｉ上都等于某常数ｃｉ，则称ｆ（ｘ）为简单函数．

文献［１］的定理７建立了可测函数和简单函数的关系，即函数ｆ（ｘ）在Ｅ上可测的充要条件是ｆ（ｘ）总可

表示为一列简单函数｛φｎ｝的极限函数，其中 φ１（ｘ）≤ φ２（ｘ）≤…≤ φｎ（ｘ），对于非负有界的可测函数，

有以下更强的结论．

引理１（非负有界可测函数与简单函数的关系）　设ｆ（ｘ）为Ｅ上的非负有界可测函数，则存在一列简单

函数｛φｎ｝，使得当ｎ→∞时，φｎ（ｘ）在Ｅ上一致收敛于ｆ（ｘ）．

证明　令ψｎ（ｔ）＝［２
ｎｔ］／２ｎ，当０≤ｔ＜ｎ；ψｎ（ｔ）＝ｎ，当ｎ≤ｔ≤＋∞，ｎ＝１，２，…，则ψｎ（ｔ）具有性质：

１）ψｎ（ｔ）≤ψｎ＋１（ｔ），ｎ＝１，２，…；

２）ｌｉｍ
ｎ→∞
ψｎ（ｔ）＝ｔ；

３）当ｎ→∞时，ψｎ（ｔ）在有界闭区间［０，Ｍ］上一致收敛于ｔ．

由于文献［１］定理７已给出性质１）２）的证明，这里只验证性质３）．事实上，对任意ε＞０，取Ｎ＞Ｍ足够大

满足２－Ｎ＜ε，当ｎ＞Ｎ时，对一切ｔ∈［０，Ｍ］，均有

ψｎ（ｔ）－ｔ＝
［２ｎｔ］
２ｎ

－ｔ≤
１
２ｎ
≤
１
２Ｎ
＜ε

又令



φｎ（ｘ）＝ψｎ（ｆ（ｘ））＝
ｋ／２ｎ，　ｘ∈Ｅ［ｋ／２ｎ≤ｆ＜（ｋ＋１）／２ｎ］　（ｋ＝１，２，…）

ｎ， ｘ∈Ｅ［ｆ≥ｎ］{
则φｎ（ｘ）为Ｅ上的简单函数列，由于ｆ（ｘ）非负有界，由性质３）可知φｎ（ｘ）在Ｅ上一致收敛于ｆ（ｘ）．

引理２　设Ａｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）为互不相交的闭集，若ｆ在每个Ａｉ上连续，则ｆ在∪
ｋ
ｉ＝１Ａｉ上也连续．

证明　任取ｘ０∈∪
ｋ
ｉ＝１Ａｉ，则存在某个ｉ０，使得ｘ０∈Ａｉ０．注意到ｆ在Ａｉ０上连续，ｆ在ｘ０连续，即对ε＞０，存

在δ１＞０，使得当ｘ∈∪（ｘ０，δ１）∩Ａｉ０时，有 ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）＜ε．又由于 Ａｉ{ }ｋｉ＝１为互不相交的闭集，故 ｘ０∪ｉ≠ｉ０Ａｉ
（闭集），ｘ０∈Ｃ∪ｉ≠ｉ０Ａｉ( )（开集）．从而存在δ２＞０，使得∪（ｘ０，δ２）Ｃ∪ｉ≠ｉ０Ａｉ( )．取δ＝ｍｉｎδ１，δ２{ }，有

∪（ｘ０，δ）∩ ∪ｋ
ｉ＝１Ａｉ( ) ＝∪（ｘ０，δ）∩Ａｉ０∪（ｘ０，δ１）∩Ａｉ０

因此，当ｘ∈∪（ｘ０，δ）∩ ∪ｋ
ｉ＝１Ａｉ( )时，有｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｘ０）｜＜ε．又由ｘ０的任意性可知ｆ在∪

ｋ
ｉ＝１Ａｉ上连续．

定理１（鲁津定理）　设ｆ（ｘ）是Ｅ上ａ．ｅ．有限的可测函数，则对任意δ＞０，存在闭子集 ＦδＥ，使得 ｆ（ｘ）

在Ｆδ上连续并且ｍｅａｓ（Ｅ／Ｆδ）＜δ．

证明　１）ｆ（ｘ）为简单函数情形．由定义 １，存在互不相交的可测集 Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｋ，使得 Ｅ＝∪
ｋ
ｉ＝１Ｅｉ且

ｆ（ｘ）＝ｃｉ（ｃｉ∈Ｒ），ｘ∈Ｅｉ．对任意 δ＞０，由 Ｅｉ（ｉ＝１，２，…，ｋ）可测，存在闭子集 ＦｉＥｉ，使得 ｍ（Ｅｉ＼Ｆｉ）＜δ／ｋ．令

Ｆ＝∪ｋ
ｉ＝１Ｆｉ，则Ｆ为闭集且

ｍｅａｓ（Ｅ＼Ｆ）＝ｍｅａｓ∪ｋ
ｉ＝１（Ｅｉ＼Ｆｉ）( ) ≤ｋ

ｉ＝１
ｍｅａｓ（Ｅｉ＼Ｆｉ）＜δ

又由引理２可知，ｆ在Ｆ上连续．

２）ｆ（ｘ）为非负可测的情形．令ｇ（ｘ）＝ｆ（ｘ）／１＋ｆ（ｘ）( )，ｘ∈Ｅ，则ｇ为非负有界的可测函数．根据引理１，存

在一列简单函数列 φｎ{ }，使得φｎ在Ｅ上一致收敛于ｇ（ｎ→∞）．注意到每个φｎ都为Ｅ上的简单函数，由１）的

结论，存在闭子集ＦｎＥ，使得ｍｅａｓＥ＼Ｆｎ( ) ＜δ／２ｎ且φｎ在Ｆｎ上连续．令Ｆ＝∩∞
ｎ＝１Ｆｎ，则Ｆ为闭集，

ｍｅａｓ（Ｅ＼Ｆ）＝ｍｅａｓＥ＼∩∞
ｎ＝１Ｆｎ( ) ≤∞

ｎ＝１
ｍｅａｓＥ＼Ｆｎ( ) ＜∞

ｎ＝１

δ
２ｎ
≤δ

并且φｎ在Ｆ上一致收敛于ｇ（ｎ→∞）．由一致收敛函数列的性质，ｇ在Ｆ上连续，从而ｆ也在Ｆ上连续．

３）ｆ（ｘ）为一般函数情形．取ｆ（ｘ）＝ｆ＋（ｘ）－ｆ－（ｘ），其ｆ＋（ｘ）＝ｍａｘｆ（ｘ），０{ }，ｆ－（ｘ）＝－ｍｉｎｆ（ｘ），０{ }．注意到

ｆ＋，ｆ－为Ｅ上的非负可测函数，由２）的结论，存在闭子集ＦｉＥ（ｉ＝１，２），使得ｍｅａｓＥ＼Ｆｉ( ) ＜δ／２，

ｆ＋在Ｆ１上连续并且ｆ
－
在Ｆ２上连续，令Ｆ＝Ｆ１∩Ｆ２，则Ｆ为闭集，ｆ＝ｆ

＋－ｆ－在Ｆ上连续，并且

ｍｅａｓ（Ｅ＼Ｆ）＝ｍｅａｓ∪２
ｉ＝１（Ｅ＼Ｆｉ）( ) ≤２

ｉ＝１
ｍｅａｓＥ＼Ｆｉ( ) ＜δ

　　证毕．

鲁津定理的结论不能改成存在闭子集ＦＥ，使得ｍｅａｓ（Ｅ／Ｆ）＝０且ｆ在Ｆ上连续．

反例：令ｆ（ｘ）＝－１当ｘ∈［－１，０）；ｆ（ｘ）＝１当ｘ∈［０，１］．若存在闭子集Ｆ０Ｅ：＝［０，１］使得ｆ在Ｆ０上连

续且 ｍｅａｓ（
Ｅ
Ｆ０
）＝０，则 －１／ｎ，０[ ] ∩Ｆ０≠且 ０，１／ｎ[ ] ∩Ｆ０≠．这是因为如果 ０，１／ｎ[ ] ∩Ｆ０＝，则

０，１／ｎ[ ]
Ｅ
Ｆ０
，与ｍｅａｓ（

Ｅ
Ｆ０
）＝０矛盾．选取 ｘｎ∈ －１／ｎ，０[ ]∩Ｆ０，ｙｎ∈ ０，１／ｎ[ ]∩Ｆ０（ｎ＝１，２，…）．从而（ｘｎ）

Ｆ０，（ｙｎ）Ｆ０，ｘｎ→０并且ｙｎ→０（ｎ→∞）．由ｆ在Ｆ０上的连续性，有
－１＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆ（ｘｎ）＝ｆｌｉｍｎ→∞ｘｎ( ) ＝ｆ（０），　１＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｆ（ｙｎ）＝ｆｌｉｍｎ→∞ｙｎ( ) ＝ｆ（０）

　　矛盾．
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