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　　摘　要：一个图Ｇ的Ｒａｎｄｉｃ指数定义为 Ｒ（Ｇ）＝ 
（ｘ，ｙ）∈Ｅ（Ｇ）

ｄ（ｘ）ｄ（ｙ）[ ] －１２，Ｒａｎｄｉｃ指数是分子拓扑学中

的重要指数；一种物质的理化性质与其分子结构图的 Ｒａｎｄｉｃ指数有相关性；Ｒａｎｄｉｃ指数主要的研究是寻找

某种类型图的Ｒａｎｄｉｃ指数极值或次极值；具有最小 Ｒａｎｄｉｃ指数的单圈图为 Ｓ＋ｎ，在此基础上导出具有次小

Ｒａｎｄｉｃ指数的单圈图Ｇｎ．
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广义Ｒａｎｄｉｃ指数定义为Ｒα（Ｇ）＝
ｘｙ∈Ｅ（Ｇ）

［ｄ（ｘ）ｄ（ｙ）］α（α≠０），其中α为任意实数，ｄ（ｘ）表示顶点ｘ的

度，Ｅ（Ｇ）表示图Ｇ的边集．Ｒａｎｄｉｃ指数可以看作广义 Ｒａｎｄｉｃ指数在 α＝－
１
２
的特殊情形．用到的相关概念与

符号如下：Ｖ（Ｇ）表示图Ｇ的顶点集；Ｖ（Ｇ）表示图Ｇ顶点个数；Ｇ中所有与顶点 ｘ相邻接的顶点组成的集
合记为Ｎ（ｘ）；度为１的顶点称为悬挂点；无圈的连通图称为树；ｎ个顶点的树若有ｎ－１个悬挂点，则称为星，
记为Ｓｎ；恰有一个圈的简单连通图称为单圈图，Ｓ

＋
ｎ表示从星Ｓｎ的两个悬挂点添加一个边所构成的单圈图．其

他未定义的术语与符号参阅文献［１］．Ｒａｎｄｉｃ指数的研究目前已有了大量的成果，部分成果可以参阅文
献［２－５］．

１　引理与结论

引理１［２］　Ｇｎ是ｎ个顶点的简单连通图，则Ｒ（Ｇｎ）≤
ｎ
２
，当且仅当Ｇｎ为正则图时等号成立．

引理２［３］　Ｇｎ是ｎ个顶点（ｎ≥３）的单圈图，则Ｒ（Ｇｎ）≥
ｎ－３
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，当且仅当Ｇｎ＝Ｓ

＋
ｎ时

等号成立，Ｓ＋ｎ的结构如图１所示．
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定理１　Ｇｎ是ｎ个顶点（ｎ≥５）的单圈图，且Ｇｎ≠Ｓ
＋
ｎ，则

Ｒ（Ｇｎ）≥ｆ（ｎ）＝
ｎ－４
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当且仅当Ｇｎ＝Ｇｎ 时等号成立，Ｇｎ 结构如图２所示．

证明　若Ｇｎ是ｎ个顶点的圈，则Ｇｎ为正则图，由引理１知Ｒ（Ｇｎ）＝
ｎ
２
．故以下讨论时均假定 Ｇｎ不是 ｎ

个顶点的圈．
对ｎ进行数学归纳．
当ｎ＝５时可直接验证，５个顶点的单圈图只有图３所示４种：

图１　Ｓ＋ｎ结构图

　

图２　Ｇｎ 结构图

　

图３　５个顶点单圈图的结构图

易知Ｒ（Ｕ１）＝２．２０７１（最小），Ｒ（Ｕ２）＝２．３０４５（次小），Ｒ（Ｕ３）＝２．３９３８，Ｒ（Ｕ４）＝２．４３１９，结论成立．
现考虑ｎ≥６的情形，记ＰＶ为Ｇｎ中的悬挂点集，因为Ｇｎ不是ｎ个顶点的圈，故ＰＶ≠．令ｕ∈ＰＶ，ｖ是ｕ

的相邻点，则ｄ（ｖ）≥２，记Ｗ（ｕ）＝ ｙｙ∈Ｎ（ｖ）＼｛ｕ｝，ｄ（ｙ）＝１{ }，按如下方式选取ｕ０：
１）ｕ０的选取使Ｗ（ｕ０）中的元素最多；
２）在满足１）的条件下，ｄ（ｖ）最小．
记ｄ（ｖ）＝ｄ，Ｎ（ｖ）＼｛ｕ０｝＝｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｄ－１｝．令Ｇ′＝Ｇｎ－ｕ０，则 Ｇ′是 ｎ－１个顶点的单圈图．记 Ｓ为 Ｇｎ中除

ｕ０ｖ外与顶点ｖ关联的边的Ｒａｎｄｉｃ指数和，Ｓ′为Ｇ′中与顶点ｖ关联的边的Ｒａｎｄｉｃ指数和，则
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以下分别讨论Ｇ′＝Ｓ＋ｎ－１与Ｇ′≠Ｓ
＋
ｎ－１时的结果．

若Ｇ＇＝Ｓ＋ｎ－１，则Ｇｎ只有图４所示２种图．

图４　Ｇ′＝Ｓ＋ｎ－１时Ｇｎ结构图
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关于ｎ单调递增，且ｎ＝６时，Ｒ（Ｕ２）－Ｒ（Ｕ１）＝０．１３９９４＞０，故

ｎ≥６时，Ｒ（Ｕ２）＞Ｒ（Ｕ１），结论成立．
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若Ｇ′≠Ｓ＋ｎ－１，由归纳假设Ｒ（Ｇ′）≥ｆ（ｎ－１），得
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　　情形１　ｄ（ｙｉ）≥２，ｉ＝１，２，…，ｄ－１时．
由顶点ｕ０的选择方式可知，对ｕ∈ＰＶ，有Ｗ（ｕ）＝．首先说明ｄ（ｖ）＝２或３．若ｄ（ｖ）≥４，则Ｇｎ－ｖ中存

在分支树Ｈ且 Ｖ（Ｈ）≥２，使得Ｈ至少包含 ｙ１，ｙ２，…，ｙｄ－１{ }中的一个顶点．不妨假设该顶点为ｙ１，既然ｕ∈
ＰＶ有Ｗ（ｕ）＝，则存在 ｕ′∈Ｖ（Ｈ）∩ＰＶ和 ｕ′ｖ′∈Ｅ（Ｇｎ），且 ｄ（ｖ′）＝２，这与顶点 ｕ０的选择相矛盾．故有
ｄ（ｖ）＝ｄ≤３．

情形１．１　ｄ＝２时，
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情形１．２　ｄ＝３时，

ｇ（ｎ）＋ｈ（３）≥（ｎ－５＋
１

槡２
＋１

槡３
）（

１
ｎ－槡 ３

－ １
ｎ－槡 ２

）－
１
ｎ－槡 ２

＋１

槡３
＋２

槡６
（１－

３
２槡
） （１）

当ｎ＝６，７，８时，不等式（１）右边分别等于０．０７０５５，０．１２０００８，０．１５２５４４，均大于０；当ｎ≥９，同情形１．１，可证
ｇ（ｎ）＋ｈ（３）＞０，即ｎ≥６时，Ｒ（Ｇｎ）＞ｆ（ｎ），结论成立．

情形２　存在某些ｉ，１≤ｉ≤ｄ－１，使得ｄ（ｙｉ）＝１．
不失一般性，假设ｄ（ｙ１）＝ｄ（ｙ２）＝…＝ｄ（ｙｋ）＝１和ｄ（ｙｉ）≥２，ｋ＋１≤ｉ≤ｄ－１，因为ｋ≥１，所以
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　　情形２．１　若ｄ＝ｎ－１，则Ｇｎ＝Ｓ
＋
ｎ与Ｇｎ的选择矛盾．

情形２．２　若ｄ＝ｎ－２，则Ｇｎ只有图５所示３种图．

图５　ｄ＝ｎ－２时Ｇｎ结构图

Ｒ（Ｕ２）＞Ｒ（Ｕ１），定理１前述部分已证，且易证Ｒ（Ｕ３）＞Ｒ（Ｕ１），结论成立．
情形２．３　若ｄ≤ｎ－３，
Ｇｎ为单圈图，故ｋ≤ｄ－２．由式（１）与引理３得
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ｄ≤ｎ－３，由式（２）与引理４又可得
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（４）大于０，故ｇ（ｎ）＋ｈ（ｄ）＞０，即ｎ≥６时，Ｒ（Ｇｎ）＞ｆ（ｎ），结论成立．

此外，由情形２．２的讨论可知，当且仅当Ｇｎ＝Ｇｎ 时，Ｒ（Ｇｎ）＝ｆ（ｎ），证毕．

２　结束语

Ｓ＋ｎ在单圈图中具有最小的Ｒａｎｄｉｃ指数，在此基础上通过归纳递推与分类讨论的方法得到了具有次小

Ｒａｎｄｉｃ指数的单圈图Ｇｎ．
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