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　　摘　要：首先在双线性传染率βＳＩ和不考虑种群之间迁移问题的ＳＩＳ传染病模型的基础上，改进并增加

种群迁移带来的影响条件，并建立一个更加符合实际意义的ＳＩＳ传染病模型；在模型满足一定条件和符合实

际意义下，平衡点存在的基础上，利用基本再生数Ｒ０和特征值理论分析得出，在Ｒ０≤１时无病平衡点局部渐

近稳定的充分条件；进一步利用基本再生数 Ｒ０和分块矩阵理论得出，当 Ｒ０＞１时地方病平衡点局部渐近稳

定的充分条件；模型的建立和研究进一步丰富了传染病模型。
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０　引　言

当今世界面临许多传染病问题，预防和控制传染病是当今世界最为棘手的问题［１］。因此建立数学模型

对传染病进行分析是很有意义的研究课题。通常把总人口大致分成二部分：易感者（Ｓ）和感染者（Ｉ）。通常

用模型表示［２］：

ｓ′＝ａ－βＳＩ－ｂＳ＋ｄＩ

Ｉ′＝βＳＩ－（ｂ＋ｄ）Ｉ （１）

　　其中ａ表示单位时间人口迁入数量，ｂ表示人口自然死亡率，ｄ表示感染者通过治疗变成了易感者的变

化率，其中βＳＩ表示传染病的传然率，β是传播系数。传染率是传染病中非常重要和不可缺少的因数，关于

不同传染率对传染病模型的影响问题被许多数学专家研究分析。例如，文献［３，４］中的传染率表示为 β
ＳＩ
１＋αＩ

，

文献［５］主要考虑的非线性传染率为β
ＳＩ
ω＋Ｉ
，文献［６］主要考虑这样一个非线性传染率β

ＳＩ
１＋Ｉ
，等。考虑模型的特

点，采用的非线性传染率为
βＳＩ
１＋ｍＳ

。除了传染率对传染病的影响以外，另一个因数即种群迁移问题也是最近

被大家广泛讨论的热点问题。例如，文献［２，７］主要考虑在两个斑块间的种群流动给传染病带来的影响。

文献［８］中考虑了ｎ个斑块间传染率为β
ＳＩ
Ｓ＋Ｉ
的ＳＩＳ传染病模型。

基于以上两点建立ＳＩＳ传染病模型：



Ｓ′１＝ａ－
βＳ１Ｉ１
１＋ｍＳ１

－ｂＳ１＋ｄＩ１＋αＳ２－αＳ１

Ｉ′１＝
βＳ１Ｉ１
１＋ｍＳ１

－（ｂ＋ｄ＋α）Ｉ１＋αＩ２

Ｓ′２＝ａ－
βＳ２Ｉ２
１＋ｍＳ２

－ｂＳ２＋ｄＩ２－αＳ２＋αＳ１

Ｉ′２＝
βＳ２Ｉ２
１＋ｍＳ２

－（ｂ＋ｄ＋α）Ｉ２＋αＩ１

（２）

　　其中α表示二个斑块间的转移率，其他字母意义与式（１）相同。由实际意义出发总是假设 α，β，ａ，ｂ，ｄ

非负，
βＳｉＩｉ
１＋ｍＳｉ

（ｉ＝１，２）为非线性传染率［９］。

现在定义基本再生数为 Ｒ０＝
βａ

ｍａ＋ｂ( ) ｂ＋ｄ( )
，并且由模型（２）易求在 Ｒ０≤１时存在唯一的无病平衡点

Ｅ０＝（
ａ
ｂ
，０，
ａ
ｂ
，０），在 Ｒ０＞１时存在唯一的地方平衡点 Ｅ ＝（Ｓ，Ｉ，Ｓ，Ｉ），其中 Ｓ ＝

ａ
ｍａ（Ｒ０－１）＋ｂＲ０

，

Ｉ＝
（ｍａ２＋ａｂ）（Ｒ０－１）
ｍａ（Ｒ０－１）＋ｂＲ０

。

１　无病平衡点的局部稳定性

主要讨论模型（２）在无病平衡点的局部稳定的充分条件。

定理１　当Ｒ０＜１时，系统（２）在无病平衡点Ｅ０＝（
ａ
ｂ
，０，
ａ
ｂ
，０）处渐近稳定。

证　系统（２）的雅可比矩阵

Ｊ（Ｓ１，Ｉ１，Ｓ２，Ｉ２）＝
Ａ Ｂ
Ｂ Ｃ( )

其中

Ａ＝

－
βＩ１

１＋ｍＳ１( ) ２
－ｂ－α －

βＳ１
１＋ｍＳ１

＋ｄ

βＩ１
１＋ｍＳ１( ) ２

βＳ１
１＋ｍＳ１

－ｂ－ｄ－α















Ｂ＝
α ０
０ α( )

Ｃ＝

－
βＩ２

１＋ｍＳ２( ) ２
－ｂ－α －

βＳ２
１＋ｍＳ２

＋ｄ

βＩ２
１＋ｍＳ２( ) ２

βＳ２
１＋ｍＳ２

－ｂ－ｄ－α















将无病平衡点Ｅ０＝（
ａ
ｂ
，０，
ａ
ｂ
，０）代入雅可比矩阵中则有
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Ｊ（Ｅ０）＝

－ｂ－α
－βａ
ｍａ＋ｂ

＋ｄ α ０

０ βａ
ｍａ＋ｂ

－ｄ－ｂ－α ０ α

α ０ －ｂ－α
－βａ
ｍａ＋ｂ

＋ｄ

０ α ０ βａ
ｍａ＋ｂ

－ｄ－ｂ－α

























矩阵Ｊ（Ｅ０）对应特征方程的特征根分别为

λ１＝－ｂ，λ２＝－ｂ－２α，λ３＝
βａ
ｍａ＋ｂ

－ｂ－ｄ，λ４＝
βａ
ｍａ＋ｂ

－ｂ－ｄ－２α．

　　当Ｒ０＜１时，λ１，λ２，λ３，λ４均为负根，系统（２）在无病平衡点Ｅ
０处是渐近稳定的。

２　地方平衡点的局部稳定性

定理２　若Ｒ０＞１时，地方病平衡点渐近稳定。

证　将地方平衡点Ｅ代入雅克比矩阵中则有

Ｊ（Ｅ）＝
Ｄ Ｂ
Ｂ Ｄ( )

其中

Ｄ＝
－ βＩ

１＋ｍＳ( ) ２
－ｂ－α － βＳ

１＋ｍＳ
＋ｄ

βＩ

１＋ｍＳ( ) ２
βＳ

１＋ｍＳ
－ｂ－ｄ－α















Ｂ＝
α ０
０ α( )

利用分块矩阵的理论，则有

ｄｅｔ（Ｊ（Ｅ）－λＩ）＝ｄｅｔ
Ｄ－λＩ Ｂ
Ｂ Ｄ－λＩ( ) ＝ｄｅｔＤ＋Ｂ－λＩ Ｂ

０ Ｄ＋Ｂ－λＩ( ) ＝ｄｅｔＤ＋Ｂ－λＩ( ) ｄｅｔ（Ｄ－Ｂ－λＩ）

其中

Ｄ＋Ｂ＝
－ βＩ

１＋ｍＳ( ) ２
－ｂ － βＳ

１＋ｍＳ
＋ｄ

βＩ

１＋ｍＳ( ) ２
βＳ

１＋ｍＳ
－ｂ－ｄ















而且当Ｒ０＞１时有

βＳ

１＋ｍＳ
－ｂ－ｄ＜０

则迹ｔｒ（Ｄ＋Ｂ）＜０。下面讨论在Ｒ０＞１时ｄｅｔ（Ｄ＋Ｂ）正负情况。

ｄｅｔ（Ｄ＋Ｂ）＝－［ βＩ

１＋ｍＳ( ) ２
＋ｂ］［ βＳ

１＋ｍＳ
－ｂ－ｄ］＋［ βＳ

１＋ｍＳ
－ｄ］［ βＩ

１＋ｍＳ( ) ２
］＝

［－ｂ（ βＳ

１＋ｍＳ
－ｂ－ｄ）＋ｂ βＩ

１＋ｍＳ( ) ２
］＞０
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因此，迹ｔｒ（Ｄ＋Ｂ）＜０，ｄｅｔ（Ｄ＋Ｂ）＞０，Ｄ＋Ｂ有两个负实根。
当Ｒ０＞１时

Ｄ－Ｂ＝
－ βＩ

１＋ｍＳ( ) ２
－ｂ－２α － βＳ

１＋ｍＳ
＋ｄ

βＩ

１＋ｍＳ( ) ２
βＳ

１＋ｍＳ
－ｂ－ｄ－２α















同理可证，迹ｔｒ（Ｄ－Ｂ）＜０，ｄｅｔ（Ｄ－Ｂ）＞０。所以Ｄ－Ｂ的特征值有两个负实数根。
综上所述，在Ｒ０＞１时Ｊ（Ｅ）的特征方程的所有特征根都是负实数，因此系统（２）在地方平衡点 Ｅ＝

（Ｓ，Ｉ，Ｓ，Ｉ）处局部渐近稳定。
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