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　　摘　要：讨论了离散时间时滞正系统的稳定性问题，首先给出一个充要条件，设计一个静态输出反馈
控制器使得闭环系统是正的而且是渐进稳定的，这个充要条件可以通过线性规划（ＬＰ）的形式解出来，这种
方法在单输入单输出系统中是完全可解的；其次，讨论了系统的时滞项如果是非线性时系统静态输出反馈

稳定的可解性并给出充分条件．
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正系统是指系统从一个非负初始状态出发，系统的状态都保持在一个正象限中，正系统经常在一些要

求状态变量为正的模型中出现，例如：生态系统，医药科学系统，人口系统［１－６］等．文献［７，８］中讨论了正系
统的稳定性问题，文献［９１２］讨论了单输入单输出正系统的状态反馈稳定性问题，文献［１３］中给出了一般
情况下对于部分单输入单输出系统静态输出反馈稳定性问题不能完全的解决，文献［１４］中讨论了只有当增
益矩阵Ｋ有界时，静态输出反馈问题才可解，文献［１５］中给出了运用数值迭代程序方法解决静态输出反馈
问题，但是在某些不能穷举数值的系统中这种方法并不适用，因为不能保证收敛到一个数值解．文献［１６］
中讨论了连续时间正系统静态输出反馈问题的可解性，现主要讨论离散时滞正系统的静态输出反馈问题的

可解性，所给出的方法完全解决了静态输出反馈稳定性问题．

１　预备知识

主要给出后面结果中需要用到的一些定义和引理，用到的记号基本都是标准的．具体地，ｎ：ｎ维实向

量空间；ｎ×ｎ
＋ （ｎ×ｎ

＋ ）：ｎ×ｎ维非负（正）实矩阵的集合；：复数集；Ｎ：非负整数集；Ａ≥０（Ａ＞０）：矩阵Ａ是
非负（正）的，　即Ａ的每一个元素都是非负（正）的．

考虑下面离散时间时滞系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ａｄｘ（ｋ－κ）

ｘ（θ）＝φ（θ）∈Ｒｎ＋，－κ≤θ≤０，ｋ∈Ｎ （１）
　　定义１　如果对每一个可容许初始状态ｘ（０）≥０，系统（１）的状态轨迹都是非负的，即 ｘ（ｋ）≥０，（ｋ∈
Ｎ），则称系统（１）是正系统．

引理１［７］　线性时滞系统（１）是非负的，当且仅当Ａ∈Ｒｎ×ｎ是非负的，Ａｄ∈Ｒ
ｎ×ｎ是非负的．

引理２［８］　如果系统（１）是正的，那么下面的条件是等价的：
ｉ）对于每一个初始条件ｘ（０）∈Ｒｎ×ｎ＋ ，系统（１）是渐进稳定的．



ｉｉ）对于任意的在Ｒｎ×ｎ＋ 内的初始条件ｘ（０），系统（１）是渐进稳定的．
ｉｉｉ）存在一个λ∈Ｒｎ＋，使得（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）λ＜０．
引理３［１６］矩阵Ａ－，Ａ＋为给定的方阵，在区间 Ａ－≤Ａ≤Ａ＋上的所有矩阵是非负的且是稳定的当且仅当

Ａ－是非负的，Ａ＋是稳定的．

２　主要结果

２．１　单输出情况

考虑下面系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ａｄｘ（ｋ－κ）＋Ｂｕ

ｙ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ）
ｘ（θ）＝φ（θ）∈Ｒｎ＋　 －κ≤θ≤０，ｋ∈Ｎ．

（２）

　　其中Ａ∈Ｒｎ×ｎ，Ｂ∈Ｒｎ×ｐ，Ｃ∈Ｒ１×ｎ是适当维数的不变矩阵．
寻找一个具有形式ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ），ｌ∈Ｒｎ×１的静态输出反馈，使得闭环系统是正的且是渐近稳定的．
定理１　假设矩阵Ｃ≥０，那么存在一个静态输出反馈 ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ）使得闭环系统是正的且是渐进稳定

的，当且仅当存在两个向量λ∈Ｒｎ，ｚ∈Ｒｐ使得下式成立
（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）λ＋Ｂｚ＜０

λ＞０
ＣλＡ＋ＢｚＣ≥０

（３）

稳定增益ｌ有参数形式ｌ＝
１
Ｃλ
ｚ．

证明　充分性：假设条件（３）成立，得到λ＞０，又因为Ｃ≥０，则λＣ≥０，把ｌ的参数形式ｌ＝
１
Ｃλ
ｚ代入条件

（３）中，条件（３）等价于下式
（Ａ＋Ａｄ＋ＢｌＣ－Ｉ）λ＜０

λ＞０
Ａ＋ＢｌＣ≥０

（４）

由引理１和引理２得出在静态输出反馈控制ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ）下闭环系统是正的且是稳定的．
必要性：假设存在ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ）使得闭环系统是稳定的且是正的，那么根据引理１可得到 Ａ＋ＢｌＣ是非

负的，又因为Ａ＋Ａｄ＋ＢｌＣ是稳定的，根据引理２存在一个λ使得下式成立
（Ａ＋Ａｄ＋ＢｌＣ－Ｉ）λ＜０

λ＞０
Ａ＋ＢｌＣ≥０

通过变换变量使得ｚ＝Ｃλｌ，代入式（４）则得到
（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）λ＋Ｂｚ＜０

λ＞０
ＣλＡ＋ＢｚＣ≥０

　　定理２　假设矩阵Ａ≥≥０，Ａｄ≥≥０，那么存在一个静态输出反馈 ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ）使得闭环系统是正的且
是渐进稳定的，当且仅当存在两个向量λ∈Ｒｎ，ｚ∈Ｒｐ使得下面的ＬＰ问题至少有一个是成立的．
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ＬＰ１：
（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）λ＋Ｂｚ＜０

λ＞０
Ｃλ＞０
ＣλＡ＋ＢｚＣ≥０

ＬＰ２：
（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）λ＋Ｂｚ＜０

λ＞０
Ｃλ＜０
ＣλＡ＋ＢｚＣ≤０

　　所有的稳定增益ｌ有参数形式ｌ＝
１
Ｃλ
ｚ，其中λ，ｚ是ＬＰ１或ＬＰ２的任意解．

证明　如果矩阵Ａ＋Ａｄ是稳定的，结果显而易见，因此假设矩阵Ａ＋Ａｄ不是稳定的，首先如果存在一个
ｌ使得Ａ＋Ａｄ＋ＢｌＣ是稳定的且是非负的，则存在一个λ使得（Ａ＋Ａｄ＋ＢｌＣ－Ｉ）λ＜０，当Ｃ＝０时，（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）λ＜
０得出Ａ＋Ａｄ是稳定的，与假设矛盾，因此Ｃ≠０．接下来的证明与定理１相似．

定理３　如果存在一个非负静态输出反馈控制ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ）≥０使得闭环系统是正的且是稳定的，当且
仅当下面的ＬＰ问题至少有一个是成立的．
ＬＰ３：

（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）λ＋Ｂｚ＜０

λ＞０
Ｃλ＞０
ｚＣ≥０
ＣλＡ＋ＢｚＣ≥０

ＬＰ４：
（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）λ＋Ｂｚ＜０

λ＞０
Ｃλ＜０
ｚＣ≤０
ＣλＡ＋ＢｚＣ≤０

所有的稳定增益ｌ有参数形式ｌ＝
１
Ｃλ
ｚ，其中λ，ｚ是ＬＰ３或ＬＰ４的任意解．

证明：控制率ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ）是非负的当且仅当ｌＣ≥０，变换变量使得ｚ＝ｌＣλ，则当Ｃ＞０时，即要求Ｃλ＞０，
ｚＣ≥０，当Ｃ＜０时，即要求Ｃλ＜０，ｚＣ≤０，其余证明与定理１相似．

２．２　鲁棒稳定

考虑区间正离散时滞系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ａｄｘ（ｋ－κ）＋Ｂｕ

ｘ（θ）＝φ（θ）∈Ｒｎ＋　 －κ≤θ≤０

Ａ＋Ａｄ∈ Ａ－＋Ａ－ｄ，Ａ
＋＋Ａ＋ｄ[ ] ∈Ｒｎ＋

（４）

　　定理４　如果存在一个静态输出反馈率控制ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ），对于任意的 Ａ＋Ａｄ∈ Ａ－＋Ａ－ｄ，Ａ
＋＋Ａ＋ｄ[ ]，使得

闭环系统是正的且是渐进稳定的，当且仅当存在两个向量λ∈Ｒｎ，ｚ∈Ｒｐ使得下式成立
ＬＰ５：

（Ａ＋＋Ａ＋ｄ －Ｉ）λ－Ｂｚ＜０

λ＞０
Ｃλ＞０
ＣλＡ－＋ＢｌＣ≥０

ＬＰ６：
（Ａ＋＋Ａ＋ｄ －Ｉ）λ－Ｂｚ＜０

λ＞０
Ｃλ＜０
ＣλＡ－＋ＢｌＣ≤０

稳定增益ｌ有参数形式ｌ＝
１
Ｃλ
ｚ，其中λ，ｚ是ＬＰ５或ＬＰ６的任意解．

证明　运用引理３的结果，证明方法和定理１相似．
注：如果存在一个非负静态输出反馈控制 ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ）≥０使得闭环系统是正的且是稳定的，通过给

ＬＰ５加上一个ｚＣ≥０或者给ＬＰ６加上ｚＣ≤０．

２．３　单输出情况

Ａ＋ＢｌＣ是非负的且是稳定的当且仅当它的转换矩阵是非负的且是稳定的，所以上述方法也适用于静态
输入系统，静态输入稳定的充要条件即是静态输出稳定的充要条件的对偶条件，因此通过计算，存在一个
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单输入静态输出反馈率ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ）使得闭环系统是正的且是渐进稳定的当且仅当下列的 ＬＰ问题中至少
有一个是成立的．
ＬＰ７：

（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）
Ｔλ＋ＣＴｚ＜０

λ＞０
ＢＴλ≥０
ＢＴλＡＴ＋ＣＴｚＢＴ≥０

ＬＰ８：
（Ａ＋Ａｄ－Ｉ）

Ｔλ＋ＣＴｚ＜０

λ＞０
ＢＴλ＜０
ＢＴλＡＴ＋ＣＴｚＢＴ≤０

所有的稳定增益ｌ有参数形式ｌ＝
１
ＢＴλ
ｚＴ，其中λ，ｚ是ＬＰ７或ＬＰ８的任意解．

２．４　考虑非线性时滞动态系统

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋ｆｄ（ｘ（ｋ－κ））

ｘ（θ）＝φ（θ）∈Ｒｎ＋，－κ≤θ≤０，ｋ∈Ｎ
（５）

　　引理４　非线性时滞动态系统（５），Ａ∈Ｒｎ×ｎ＋ ，ｆｄ：Ｒ
ｎ→Ｒｎ是非负的且ｆｄ（ｘ）≤γｘ，ｘ∈Ｒ

＋
ｎ，γ＞０，如果存在一

个λ＞０，使得（Ａ＋γＩｎ－Ｉｎ）λ＜０，则系统（５）是渐进稳定的．

证明：选取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数Ｖ（ｘ（ｋ））＝ｘ（ｋ）λ＋∑
κ－１

θ＝０
ｆｄ（ｘ（θ－κ））λ，由于ｘ∈Ｒ

ｎ
＋，λ＞０所以Ｖ（ｘ（ｋ））≥０，

ΔＶ（ｘ（ｋ））＝［ｘ（ｋ＋１）－ｘ（ｋ）］λ＋［ｆｄ（ｘ（ｋ））－ｆｄ（ｘ（ｋ－κ））］λ＝
［Ａｘ（ｋ）－ｘ（ｋ）＋ｆｄ（ｘ（ｋ））］λ≤
［Ａｘ（ｋ）－ｘ（ｋ）＋γｘ（ｋ）］λ＝
［Ａ－Ｉｎ＋γＩｎ］ｘ（ｋ）λ＜０

　　考虑非线性时滞动态系统
ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋ｆｄ（ｘ（ｋ－κ））＋Ｂｕ

ｘ（θ）＝φ（θ）∈Ｒｎ＋，－κ≤θ≤０，ｋ∈Ｎ

ｙ（ｘ）＝Ｃｘ（ｋ）
　　定理４　假设矩阵Ａ∈Ｒｎ×ｎ＋ ，ｆｄ：Ｒ

ｎ→Ｒｎ是非负的且ｆｄ（ｘ）≤γｘ，ｘ∈Ｒ
＋
ｎ，如果存在两个向量 λ∈Ｒ

ｎ，ｚ∈Ｒｐ

使得下面ＬＰ问题至少由一个是成立的
ＬＰ９：

（Ａ＋γＩｎ－Ｉ）λ＋Ｂｚ＜０

λ＞０
Ｃλ＞０
ＣλＡ＋ＢｚＣ≥０

ＬＰ１０：
（Ａ＋γＩｎ－Ｉ）λ＋Ｂｚ＜０

λ＞０
Ｃλ＜０
ＣλＡ＋ＢｚＣ≤０

稳定增益ｌ有参数形式ｌ＝
１
Ｃλ
ｚ．则存在一个静态输出反馈 ｕ（ｋ）＝ｌｙ（ｋ）使得闭环系统是正的且是渐进稳

定的．
注：在非线性时滞系统中，同样可以考虑系统的非负稳定控制问题，通过给 ＬＰ９加上一个 ｚＣ≥０或者

给ＬＰ１０加上ｚＣ≤０．

３　结　论

主要讨论了运用一个静态输出反馈控制率，使得正系统的闭环系统是正的且是稳定的，并给出了一个

充要条件，这个充要条件可以通过线性程序（ＬＰ）的形式解出来，其次，讨论了系统的时滞项如果是非线性
时系统静态输出反馈稳定的可解性并给出充分条件．
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