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　 　 摘　 要：针对一种约束条件既有 ０－１ 变量又有整数变量的非线性混合整数规划模型，给出一种改进的

遗传退火算法求解，并建立对应的 Ｍａｒｋｏｖ链且理论证明其收敛性．
关键词：遗传退火；Ｍａｒｋｏｖ链；遍历；收敛性

中图分类号：Ｏ２２１．２　 　 　 文献标识码：Ａ　 　 　 文章编号：１６７２－０５８Ｘ（２０１５）０２－００４９－０５

０　 引　 言

针对一种约束条件既有 ０－１变量又有整数变量的非线性混合整数规划模型，数学模型
ｍｉｎ ｆ（Ｘ，Ｙ）

ｓ．ｔ
ｇｉ（Ｘ，Ｙ） ≥ ０，　 （ ｉ ＝ １，２，…Ｍ）　 　
ｈ ｊ（Ｘ，Ｙ） ＝ ０，　 （ ｊ ＝ Ｍ ＋ １，Ｍ ＋ ２，…Ｎ）

Ｘ∈ Ｚｌ，Ｙ∈ ０，１{ }
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（１）

提出一种改进的遗传退火算法并对其算法对应 Ｍａｒｋｏｖ链进行收敛性分析．

１　 算法设计

改进的遗传退火算法分为 ５步：编码方案的设计、解除约束与适应度函数的选定、交叉操作设计、变异操

作设计以及终止条件的确定．
１．１　 编码方案的设计

对于 ０－１决策变量的 Ｙ，采用二进制编码；对于整数变量 Ｘ，采用浮点编码．
１．２　 解除约束与适应函数的选定

（１） 约束优化问题处理．采用惩罚策略技术将有约束的优化模型转化为无约束优化问题，
ｅｖａｌ（Ｘ，Ｙ） ＝ ｆ（Ｘ，Ｙ） ＋ Ｐ（Ｘ，Ｙ） （２）

其中 Ｐ（Ｘ，Ｙ） ＝ １
２ａ

Ｎ

ｉ ＝ １
ｄ２ｉ（Ｘ，Ｙ） ［１］ ，ａ 是可变惩罚因子，而

ｄｉ（Ｘ，Ｙ） ＝
ｍａｘ ０，ｇｉ（Ｘ，Ｙ）{ } ，　 　 ｉｆ　 （１ ≤ ｉ≤ Ｍ）
ｈｉ（Ｘ，Ｙ） ， ｉｆ　 （Ｍ ＋ １ ≤ ｉ≤ Ｎ）{

此时采用的可变惩罚因子 ａ＝ ｔｋ，其中 ｔｋ 为第 ｋ 代退火温度．



（２） 适应度函数的选定．

Ｆ ｉ（ ｔｋ＋１） ＝ ｅｘｐ
Ｆｍｉｎ － Ｆ ｉ（ ｔｋ）

ｔｋ{ } （３）

１．３　 交叉操作设计

由于编码方法采用的是上述混合并行方案，因此在交叉操作中也采用相应的方式，对 ０－１决策变量的 Ｙ
进行单点交叉，对整数变量 Ｘ 进行混合交叉．
１．４　 变异操作设计

对模型中的两种决策变量采用不同的变异方式，对 ０－１ 决策变量的 Ｙ 采用基本位变异，对整数变量 Ｘ
采用均匀变异．
１．５　 终止条件的确定

计算在每一温度下每一代群体染色体的最大适应值和最小适应值，当最大适应值与最小适应值之间的

差小于 ε（ε 为参数）时，停止此温度下的种群迭代；设退火温度为 ｔｋ，若满足 ｔｋ≤η（η 为很小的参数）时（计
算迭代到规定的退火温度），则停止计算．

２　 算法收敛性分析

２．１　 算法对应 Ｍａｒｋｏｖ链的建立

离散组合优化问题 ｍｉｎｆ（ ｂｉ），其中 ｂｉ 为所有变量对应的一个状态，设状态集 Ω ＝ ｂｉ，ｉ＝ １，２，…，ｎ{ } ，
Ω ＝ｎ．

设变量的个数为 ｋ（其中有 ｌ 个 ０－１变量；有 ｋ－ｌ 个整数变量），称 ｂｉ ＝ａｉ
１ａｉ
２…ａｉ

ｋ 为一个个体或染色体，这
里的 ａ ｊ（ ｊ＝ １，２，…，ｌ）为 ０或 １，ａ ｊ（ ｊ＝ ｌ＋１，…，ｋ）为整数．

设种群集 Ｑ 中每一种群包含 ｍ 个个体，任一点集 Ｂ ＝ ｂ１，ｂ２，…ｂｍ{ } 称为一个种群，则种群总数 Ｑ ＝ Ｃ
（ｎ，ｍ），相当于从 ｎ 个不同个体中可选取 ｍ 个的方案总数，设 Ｑ＝ Ｂ（１），Ｂ（２），…，Ｂ Ｑ{ } ．

定义 １　 矩阵 Ｃ＝（ｃＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）），Ｍ＝（ｍＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ））（Ｂ（ ｉ），Ｂ（ ｊ）＝ １，２，… Ｑ ），若 ｃＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）是由 Ｂ（ ｉ）以交叉概率 Ｐｃ∈
０，１[ ] 杂交到 Ｂ（ ｊ）对应的一步转移概率，ｍＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）是由 Ｂ（ ｉ）以变异概率 Ｐｍ∈（０，１）变异到 Ｂ（ ｊ）对应的一步转移

概率，则称 Ｃ 和 Ｍ 分别为交叉和变异对应的一步转移概率矩阵．
引理 １［２］ 　 若 Ｃ 和Ｍ 分别是以交叉概率 Ｐｃ∈ ０，１[ ] 进行交叉和以变异概率 Ｐｍ∈ ０，１( ) 进行变异对应的

一步转移概率矩阵，则 Ｃ 和 Ｍ 均为随机阵．
定义 ２　 若种群 Ｂ（ ｉ）和 Ｂ（ ｊ）中仅有某一个个体不同，设 ｂｉ∈Ｂ（ ｉ）≠ｂ ｊ∈Ｂ（ ｊ）且满足 ｂ ｊ∈Ｎ（ｂｉ），则称种群

Ｂ（ ｉ）属于种群 Ｂ（ ｊ）的邻域 Ｎ（Ｂ（ ｊ）） ．
定义 ３　 ＳＡ 状态产生函数使种群 Ｂ（ ｉ）转移到 Ｂ（ ｊ）的一步转移概率为

ｇＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔｈ） ＝
ｅ －ｆ（Ｂ（ ｉ）） ／ Ｔｈ ／ ［ 

Ｂ（ ｊ）∈Ｎ（Ｂ（ ｉ））
ｅ －ｆ（Ｂ（ ｊ）） ／ Ｔｈ］， Ｂ（ ｊ） ∈ Ｎ（Ｂ（ ｉ））

０， Ｂ（ ｊ） ∉ Ｎ（Ｂ（ ｉ））
{ （４）

其中

ｆ（Ｂ（ ｉ）） ＝ 
ｂｉ∈Ｂ（ ｉ）

ｆ（ｂｉ） （５）

　 　 定义 ４　 对种群中个体作模拟退火操作所引起的种群的一步转移概率：

ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔｈ） ＝

ｇＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）ｍｉｎ １，ｅｘｐ（ － （ ｆ（Ｂ（ ｉ）） － ｆ（Ｂ（ ｊ））） ／ Ｔｈ{ } ， Ｂ（ ｊ） ∈ Ｎ（Ｂ（ ｉ））
０， Ｂ（ ｊ） ∉ Ｎ（Ｂ（ ｉ））＆Ｂ（ ｉ） ≠ Ｂ（ ｉ）

１ － 
Ｂ（ ｊ）∈Ｎ（Ｂ（ ｉ））

ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔｈ）， Ｂ（ ｉ） ＝ Ｂ（ ｊ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（６）

则在温度 Ｔ 下对所有个体均作模拟退火操作得到的种群转移概率为

Ａ（Ｔ） ＝ （ａｉｊ（Ｔ）） ｉ，　 　 　 ｊ ＝ １，２，… Ｑ （７）
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此时 Ａ（Ｔ）阵是随机阵．
因此，此种改进的遗传退火算法在每一温度下的状态转移矩阵为

Ｐ（Ｔ） ＝ ＣＭＡ（Ｔ）（８）
从而得到所建立的遗传退火算法对应的 Ｍａｒｋｏｖ链可表示如下：

Ｖ（Ｔｋ＋１） ＝ Ｖ（Ｔｋ）Ｐ（Ｔｋ）　 　 　 （ｋ ＝ １，２，…，ｎ） （９）
２．２　 收敛性分析

定义 ５［２］ 　 给定随机阵，其遍历系数定义为

τ（Ｐ） ＝ １
２
ｍａｘ
ｉ，ｊ

ｎ　
ｋ ＝ １

ｐｉｋ － ｐ ｊｋ ＝ １ － ｍｉｎ
ｉ，ｊ


ｎ

ｋ ＝ １
ｍｉｎ（ｐｉｋ，ｐ ｊｋ） （１０）

　 　 定义 ６　 给定图 Ｇ 的中心 Ｉｃ，若 Ｑ 中任意节点到达 Ｉｃ 最多经过 ｒ ＝ ｍｉｎ
ｉ∈（Ｑ－Ｑｍ）

ｍａｘ
ｊ∈Ｑ

ｄ（ ｉ，ｊ）{ } 步，则称 ｒ 为图 Ｇ

的半径．其中 ｄ（ ｉ，ｊ）为种群 Ｂ（ ｉ）到达 Ｂ（ ｊ）的最短路径

Ｑｍ ＝ Ｂ（ ｉ） ∈∧ ｆ（Ｂ（ ｊ）） ≤ ｆ（Ｂ（ ｉ）），∀Ｂ（ ｊ） ∈ Ｎ（Ｂ（ ｉ））{ } （１１）
　 　 引理 ２　 若算法对应的有限非齐次 Ｍａｒｋｏｖ链在每一温度 Ｔｉ 下存在平稳分布，则在每一温度 Ｔｉ 下状态

转移矩阵 Ｐ（Ｔｉ）存在特征值为 １ 的左特征向量 π（Ｔｉ），且 π（Ｔｉ） ＝ １．其中，Ｔ０ ＞Ｔ１ ＞…， ｌｉｍｈ→∞
Ｔｈ ＝ ０；π（Ｔｉ）＝

（π１（Ｔｉ），π２（Ｔｉ），…，π Ｑ （Ｔｉ））
证明　
（１） 若在每一温度 Ｔｉ 下 Ｍａｒｋｏｖ链存在平稳分布 π（Ｔｉ），则由平稳分布定义知

πｋ（Ｔｉ） ＝
Ｑ

ｊ ＝ １
πｊ（Ｔｉ）Ｐ ｊｋ（Ｔｉ）（π（Ｔｉ）Ｐ（Ｔｉ） ＝ π（Ｔｉ）） （１２）

且
Ｑ

ｋ ＝ １
π ｋ（Ｔｉ） ＝ １成立，从而知 π（Ｔｉ）为转移矩阵 Ｐ（Ｔｉ）的特征值为 １的左特征向量；

（２） 由引理 １及式（７）知算法中每一温度 Ｔｉ 下的转移矩阵 Ｐ（Ｔｉ）均是随机矩阵，必得它的平稳分布

π（Ｔｉ）的每一分量均为正数，从而知
Ｑ

ｋ ＝ １
π ｋ（Ｔｉ） ＝ １等价于

Ｑ

ｋ ＝ １
π ｋ（Ｔｉ） ＝ １，再由范数定义［３］知 π（Ｔｉ） ＝ １．

由（１）、（２）可得证引理 ２成立．

定理 １ 　 当 Ｔ０ ＞ Ｔ１ ＞ …， ｌｉｍｈ→∞
Ｔｈ ＝ ０，存 在 正 整 数 ｋ０ 满 足 

∞

ｋ ＝ ｋ０

ｅｘｐ（ － ｒＤ ／ Ｔｋｒ） ＝ ∞（Ｄ ＝ ｍａｘ
Ｂ（ ｉ）∈∧

ｍａｘ
Ｂ（ ｊ）∈Ｎ（Ｂ（ ｉ））

ｆ（Ｂ（ ｊ）） － ｆ（Ｂ（ ｉ）） ），且存在 ｎ１ 使得 ｎ≥ ｎ１ 时，满足
∞

ｉ ＝ ０
（τ（Ｐ（Ｔｉ）） ｎ ＜ ∞ ，则算法对应的 Ｍａｒｋｏｖ

链强遍历，即算法具有全局收敛性．
证明　 由定理 ２知 Ｍａｒｋｏｖ链强遍历的充分必要条件是 Ｍａｒｋｏｖ链弱遍历且在每一温度下状态转移矩阵

存在特征值为 １的左特征向量 π（Ｔｉ）， π（Ｔｉ） ＝ １且


∞

ｉ ＝ ０
π（Ｔｉ） － π（Ｔｉ ＋１） ＜ ∞ （１３）

所以分为 ３步来证明定理：第一步，证明 Ｍａｒｋｏｖ链的弱遍历性；第二步，证明每一温度下状态转移矩阵存在

特征值为 １的左特征向量 π（Ｔｉ），且 π（Ｔｉ） ＝ １；第三步，证明
∞

ｉ ＝ ０
π（Ｔｉ） － π（Ｔｉ ＋１） ＜ ∞ ．

第一步：证明 Ｍａｒｋｏｖ链的弱遍历性．
令 ω＝ ｍｉｎ

Ｂ（ ｉ）∈∧
ｍｉｎ

Ｂ（ ｊ）∈Ｎ（Ｂ（ ｉ））
ｇＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ），由式（６）中 ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔ）的表达式知：

∀Ｂ（ ｉ） ∈ Ｑ，Ｂ（ ｊ） ∈ Ｎ（Ｂ（ ｉ）），ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔｈ） ≥ ωｅｘｐ（ － Ｄ ／ Ｔｈ） （１４）
当 Ｂ（ ｉ）∈（Ｑ－Ｑｍ）时，若 Ｂ（ ｊ）∈Ｎ（Ｂ（ ｉ）），则

ｇＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ） ＝
ｅ －ｆ（Ｂ（ ｉ）） ／ Ｔｈ


Ｂ（ ｊ）∈Ｎ（Ｂ（ ｉ））

ｅ －ｆ（Ｂ（ ｊ）） ／ Ｔｈ
＝ １


Ｂ（ ｊ）∈Ｎ（Ｂ（ ｉ））

ｅ［ ｆ（Ｂ（ ｉ）） －ｆ（Ｂ（ ｊ））］ ／ Ｔｈ
（１５）
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由式（１１）知当 Ｂ（ ｉ） ∈ （Ｑ － Ｑｍ） 时，ｆ（Ｂ（ ｉ）） ＜ ｆ（Ｂ（ ｊ）），从而此时的 ｇＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ） 是随着 ｈ 的增大而增大，而
ｍｉｎ １，ｅｘｐ（ － （ ｆ（Ｂ（ ｉ）） － ｆ（Ｂ（ ｊ））） ／ Ｔｈ{ } 是随着 ｈ 的增大而减小，进而得 ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔｈ） 随 ｈ 的增大而减小；若
Ｂ（ ｊ） ∉ Ｎ（Ｂ（ ｉ）） 且 Ｂ（ ｊ） ≠ Ｂ（ ｉ）， 则 ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔｈ） ＝ ０ 从而得当 Ｂ（ ｉ） ∈ （Ｑ － Ｑｍ） 时，ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｉ）（Ｔｈ） ＝ １ －


Ｂ（ ｊ）∈Ｎ（Ｂ（ ｉ））

ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔｈ） 随 ｈ 的增大而增大；即存在整数 ｋ０，ｋ０ ＜ ∞，对所有的 Ｂ（ ｉ） ∈ （Ｑ － Ｑｍ） ，都有

ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔｈ） ≥ ωｅｘｐ（ － Ｄ ／ Ｔｈ），ｈ≥ （ｋ０ － １） ｒ （１６）
所以，∀Ｂ（ ｉ）∈Ｑ，ｈ≥ｋ０ｒ

ａＢ（ ｉ）Ｉｃ（Ｔｈ－ｒ，Ｔｈ） ≥ Π
ｈ

ｉ ＝ ｈ－ｒ
［ωｅｘｐ（ － Ｄ ／ Ｔｉ）］ ≥ ωｒｅｘｐ（ － ｒＤ ／ Ｔｈ） （１７）

Ｃ，Ｍ，Ａ（Ｔ）均为随机阵，得每一温度下的状态转移阵 Ｐ（Ｔ）＝ ＣＭＡ（Ｔ）也是随机阵，且 τ（Ｐ）≤τ（Ａ），从而

τ（Ｐ（Ｔｋｒ－ｒ，Ｔｋｒ）） ≤ τ（Ａ（Ｔｋｒ－ｒ，Ｔｋｒ）） ≤ １ － ｍｉｎ
ｉ
ｍｉｎ

ｊ
（ａｉＩｃ，ａ ｊＩｃ） ≤

１ － ωｒｅｘｐ（ － ｒＤ ／ Ｔｈ）　 （ｋ≥ ｋ０） （１８）
即


∞

ｋ ＝ ｋ０

（１ － τ（Ｐ（Ｔｋｒ－ｒ，Ｔｋｒ））） ≥
∞

ｋ ＝ ｋ０

ωｒｅｘｐ（ － ｒＤ ／ Ｔｈ） ＝ ωｒ
∞

ｋ ＝ ｋ０

ｅｘｐ（ － ｒＤ ／ Ｔｈ） ＝ ∞ （１９）

因此
∞

ｋ ＝ ｋ０

（１ － τ（Ｐ（Ｔｋｒ－ｒ，Ｔｋｒ））） ＝ ∞ ，即得 Ｍａｒｋｏｖ链弱．

第二步：证明每一温度下状态转移矩阵存在特征值为 １ 的左特征向量 π（Ｔｉ），且 π（Ｔｉ） ＝ １ 由引理 ２
知只要有限非齐次 Ｍａｒｋｏｖ链在每一温度 Ｔｉ 下存在平稳分布，即平稳分布就是所要找的 π（Ｔｉ），所以问题就

转变为平稳分布的证明，而不可约非周期 Ｍａｒｋｏｖ链存在平稳分布［４］，下面分为两步来分别证明 Ｍａｒｋｏｖ 链不

可约非周期性．现证明 Ｍａｒｋｏｖ链的不可约性及非周期性．
（１） 由设计的算法中的交叉和变异方式知∀Ｂ（ ｉ），Ｂ（ ｊ）∈Ｑ，ｃＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ），ｍＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）均大于 ０，由式（４）和（６）知

∀Ｂ（ ｉ），Ｂ（ ｊ）∈Ｑ，存在 ｚ≥１使得 Ｂ（ ｉ），Ｂ（ｋ），Ｂ（ｋ＋１）…Ｂ（ ｚ），Ｂ（ ｊ）∈Ｑ，满足：
ａＢ（ ｉ）Ｂ（ｋ）（Ｔ） ＞ ０，ａＢ（ ｌ）Ｂ（ ｌ＋１）（Ｔ） ＞ ０，（ ｌ ＝ ｋ，ｋ ＋ １，…ｚ），ａＢ（ ｚ）Ｂ（ ｊ）（Ｔ） ＞ ０ （２０）

所以当温度 Ｔ＞０给定时，∀Ｂ（ ｉ），Ｂ（ ｊ）∈Ｑ，算法对应的有限状态的非齐 Ｍａｒｋｏｖ链有

Ｐ（ ｚ）Ｂ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔ） ≥ ＰＢ（ ｉ）Ｂ（ｋ）（Ｔ）ＰＢ（ｋ）Ｂ（ｋ＋１）（Ｔ）…ＰＢ（ ｚ）Ｂ（ ｊ）（Ｔ） ＞ ［ＣＭＡ（Ｔ）］ Ｂ（ ｉ）Ｂ（ｋ）…［ＣＭＡ（Ｔ）］ Ｂ（ ｚ）Ｂ（ ｊ） ＞ ０　
（２１）

因此，Ｂ（ ｉ）↔Ｂ（ ｊ），进而由状态 Ｂ（ ｉ）和 Ｂ（ ｊ）的任意性知 Ｂ（ ｉ）↔Ｂ（ ｊ） ．从而，由不可约的充分条件可得到算法对应的

Ｍａｒｋｏｖ链是不可约的．
（２） 由式（４）知∃Ｂ（ ｊ）≠Ｂ（ ｉ）∈Ｑ，且 Ｂ（ ｊ）∈Ｎ（Ｂ（ ｉ）），使得

０ ＜ ｇＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔ） ＜ １ （２２）
而且又满足

０ ＜ ｍｉｎ １，ｅｘｐ（ － （ ｆ（Ｂ（ ｉ）） － ｆ（Ｂ（ ｊ））） ／ Ｔ{ } ＜ １ （２３）
由式（６）得

０ ＜ ａＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）（Ｔ） ＜ １ （２４）
则状态∀Ｂ（ ｉ）∈Ｑ 到自身的转移概率

ＰＢ（ ｉ）Ｂ（ ｉ）（Ｔ） ＝
Ｂ（ ｊ）


Ｂ（ｍ）≠Ｂ（ ｉ）
ｃＢ（ ｉ）Ｂ（ ｊ）ｍＢ（ ｊ）Ｂ（ｍ）（１ － ａＢ（ｍ）Ｂ（ ｉ）（Ｔ）） ≥ ０ （２５）

因此，非空集合 ｎ ｐｎ
Ｂ（ ｉ）Ｂ（ ｉ）（Ｔ）＞０，ｎ∈Ｚ＋{ }的最大公约数 ｄＢ（ ｉ）Ｂ（ ｉ）（Ｔ）＝ １，故状态 Ｂ（ ｉ）为非周期的．

由（１）（２）知算法对应的 Ｍａｒｋｏｖ链存在平稳分布，进而由引理 ２ 得出在每一温度下状态转移矩阵存在

特征值为 １的左特征向量 π（Ｔｉ）且 π（Ｔｉ） ＝ １．

第三步：证明
∞

ｉ ＝ ０
π（Ｔｉ） － π（Ｔｉ ＋１） ＜ ∞ ．由文献定理［５］知存在整数 Ｍ，使得 ｎ≥Ｍ 时，满足


ｊ

ｐ（ｎ）ｉ，ｊ （Ｔｉ） － πｊ（Ｔｉ） ＜ ２（τ（Ｐ（Ｔｉ））） ｎ 　 　 （∀ｎ≥ Ｍ） （２６）


ｊ

ｐ（ｎ）ｉ，ｊ （Ｔｉ ＋１） － πｊ（Ｔｉ ＋１） ＜ ２（τ（Ｐ（Ｔｉ ＋１））） ｎ 　 　 （∀ｎ≥ Ｍ） （２７）
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由式（５）及第一步证明过程知当 ｊ∈Ｑ－Ｑｍ 且 ｋ∈Ｎ（ ｊ）时，ａ ｊ，ｋ（Ｔｈ）随着的增大而减小，所以当 ｊ∈Ｑ－Ｑｍ 且ｋ∈
Ｎ（ ｊ）时，存在 Ｎ∈Ｚ＋，使的 ｎ＞Ｎ 时有

ｐ（ｎ）ｊ，ｋ （Ｔｉ） ≥ ｐ（ｎ）ｊ，ｋ （Ｔｉ ＋ １） （２８）
所以，取 ｎ０ ＝ｍａｘ Ｍ，Ｎ{ } ，由式（２６）、（２７）、（２８）得，当 ｎ＞ｎ０ 时，


Ｑ

ｋ ＝ １
πｋ（Ｔｉ） － πｋ（Ｔｉ ＋１） ≤ 

ｋ∈Ｎ（ ｊ）
πｋ（Ｔｉ ＋１） － ｐ（ｎ）ｊ，ｋ （Ｔｉ ＋１） ＋ ｐ（ｎ）ｊ，ｋ （Ｔｉ） － πｋ（Ｔｉ） ≤


ｋ∈Ｎ（ ｊ）

ｐ（ｎ）ｊ，ｋ （Ｔｉ ＋１） － πｋ（Ｔｉ ＋１） ＋ 
ｋ∈Ｎ（ ｊ）

ｐ（ｎ）ｊ，ｋ （Ｔｉ） － πｋ（Ｔｉ） ≤

２τ（（Ｐ（Ｔｉ ＋１））） ｎ ＋ ２（τ（Ｐ（Ｔｉ））） ｎ ≤
４（τ（Ｐ（Ｔｉ））） ｎ

（２９）

成立．又由定理中的假设知存在 ｎ１，使得 ｎ≥ｎ１ 时，满足


∞

ｉ ＝ ０
（τ（Ｐ（Ｔｉ）） ｎ ＜ ∞ （３０）

而由范数定义［３］知

π（Ｔｉ） － π（Ｔｉ ＋１） ＝
Ｑ

ｋ ＝ １
πｋ（Ｔｉ） － πｋ（Ｔｉ ＋１） （３１）

　 　 取 ｎ′＝ｍａｘ ｎ０，ｎ１{ } ，由式（２９）、（３０）、（３１）得，当 ｎ≥ｎ′时，


∞

ｉ ＝ ０
π（Ｔｉ） － π（Ｔｉ ＋１） ＝

∞

ｉ ＝ ０


Ｑ

ｋ ＝ １
πｋ（Ｔｉ） － πｋ（Ｔｉ ＋１） ≤ ４

∞

ｉ ＝ ０
（τ（Ｐ（Ｔｉ））） ｎ ＜ ∞ （３２）

成立．因此，由第一、二和三步的证明以及文献定理［２］可证得此定理成立．

３　 结　 论

对于有约束非线性混合整数规划方程，提出了一种改进的遗传退火算法求解方法．通过建立算法对应的

Ｍａｒｋｏｖ链并对其收敛性给出理论证明．
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