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　 　 摘　 要：用一种状态反馈控制器实现对一类非线性分数阶 Ｈｉｎｄｍａｒｓｈ⁃Ｒｏｓｅ（ＨＲ）神经元系统的稳定性控

制，根据分数阶线性系统的稳定性理论，得出受控制系统稳定的充分条件；最后给出数值模拟，验证定理的

结论，并通过分析得到受控系统可通过改变反馈增益系数来扩大系统的稳定域。
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ＨＲ神经元模型是 ２０ 世纪 ８０ 年代提出的，它在描述神经系统、神经元兴奋性和心肌纤维等生理过程中

有重要的作用，并且用模型来研究神经元的放电行为。 分岔是神经元放电的动力学机制，控制神经元的放

电活动是理论神经科学中最吸引力的研究内容之一，并且有极大地临床价值。 最近研究人员对整数阶的

ＨＲ神经元模型的稳定和分岔研究的较多，而分数阶的研究还较少。
近几年来，分数阶微分方程，尤其是分数阶动力方程，越来越受研究人员的广泛关注和兴趣。 一方面是

由于分数阶微分积分学理论的自身发展，另一方面是由于分数阶微分方程能更好地描述物质的特性，文献

［１－３］分别研究了分数阶方程在信号处理、控制理论和电化学等领域的广泛应用。 从文献［４］中知道系统

的分岔控制已经吸引了很多研究人员的关注，由于它在各个领域都有着潜在的应用性，如研究电力系统，人
的心率和神经活动行为及人类大脑皮层的活动等领域。 文献［５，６］给出了几种分岔控制的方法，采用了一

个含有过滤器的动态状态反馈控制律的方法来研究一个改变固有的 Ｈｏｐｆ 分岔的问题，并对 Ｌｏｒｅｎｚ 和
Ｒｏｓｓｌｅｒ系统采用了带有多项式函数状态反馈控制的方法来控制其分岔，可知状态反馈控制在 Ｈｏｐｆ 分岔方

面已经成功地应用到了自治系统中。 分数阶控制系统相比传统的整数阶控制系统的控制性能有更大的优

越性，然而，关于分数阶系统的反馈控制还研究很少。
现将研究状态反馈控制器下的一类分数阶 ＨＲ神经元模型的稳定性，得出受控系统稳定性的充分条件。

控制方法可以通过改变反馈增益系数较快地控制系统的稳定性。 最后给出数值模拟验证此控制下的结论

的正确性及其控制效果。



１　 预备知识

分数阶导数有 ３种定义，即 Ｇｒｕ̈ｎｗａｌｄ⁃Ｌｅｔｎｉｋｏｖ定义，Ｒｉｅｍａｎｎ⁃Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ 定义和 Ｃａｐｕｔｏ 定义。 现采用的是

Ｃａｐｕｔｏ定义。
一元函数 ｘ（ ｔ）的 Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数定义：

Ｄα
ａ，ｔｘ（ ｔ） ＝

１
Γ（ｎ － α）∫

ｔ

ａ
（ ｔ － τ） ｎ－α－１ｘ（ｎ）（τ）ｄτ，（ｎ － １ ＜ α≤ ｎ） （１）

　 　 其中 ａ，ｔ 分别为积分的下限和上限，ｘｎ（ ｔ）为 ｘ（ ｔ）的 ｎ 阶微分，Γ（·）是 Ｅｕｌｅｒｇａｍｍａ函数。
考虑分数阶微分的线性系统如下：

Ｄαｘ ＝ Ａｘ
ｘ（０） ＝ ｘ０

{ （２）

其中 ｘ（０）＝ （ｘ１０，ｘ２０，…，ｘｎ０） Ｔ，ｘ ＝ （ ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） Ｔ∈Ｒｎ 且矩阵 Ａ∈Ｒｎ×ｎ，α∈（０，１］，Ｄα 为 α 阶分数微分

算子。
分数阶线性微分系统的稳定性已经得到了深入的研究，得到了判断稳定性的定理。

引理 １［７］ 　 系统（２）是渐近稳定的当且仅当 ａｒｇ（λ） ＞απ
２
；系统（２）是不稳定的当且仅当 ａｒｇ（λ） ≤

απ
２
，其中 λ 是矩阵 Ａ 的特征值。

再考虑分数阶微分的非线性系统：
Ｄαｘ ＝ ｇ（ｘ） （３）

其中 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｒｎ 且 ｇ＝（ｇ１，ｇ２，…，ｇｎ）∈Ｒｎ 的非线性函数，α∈ ０，１( ] ，Ｄα 为 α 阶分数微分算子。

引理 ２［８］ 　 如果当 ａｒｇ（λ） ＞απ
２

时，λ 为系统（３）在平衡点 ｘ０ 处的雅可比矩阵 Ｊ ＝ ∂ｇ
∂ｘ

的特征值，即 ｘ０ 满

足 ｇ ｘ０( ) ＝ ０，则系统（３）在平衡点 ｘ０ 处是局部渐近稳定的。

２　 神经元模型及主要结论

Ｔｓｕｊｉ等人［９］详细地分析了这个二维的整数阶 ＨＲ神经元模型，其系统为

ｘ̇ ＝ ｃ（ｘ － ｘ３

３
－ ｙ ＋ Ｉ）

ｙ̇ ＝ ｘ２ ＋ ｄｘ － ｂｙ ＋ ａ
ｃ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（４）

其中 ｘ，ｙ 分别对应于神经元系统的膜电位和恢复变量，ａ，ｂ，ｃ 和 ｄ 为参数，Ｉ 为外加电流强度。 现将讨论二

维的分数阶 ＨＲ神经元模型，其系统为

Ｄα
ｔ ｘ ＝ ｃ（ｘ － ｘ３

３
－ ｙ ＋ Ｉ）

Ｄα
ｔ ｙ ＝ ｘ２ ＋ ｄｘ － ｂｙ ＋ ａ

ｃ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（５）
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其中 α∈ ０，１( ] ，Ｄα
ｔ 是 ｘ，ｙ 的 α 阶 Ｃａｐｕｔｏ微分算子，这里当 α＝ １时就是系统（４）。

由系统（５）可知道阶数没有改变系统的平衡点，这里设系统（５）的平衡点为 Ｅ０ ＝ （ｘ０，ｙ０），故它是下面方

程组的解：

ｘ － ｘ３

３
－ ｙ ＋ Ｉ ＝ ０

ｘ２ ＋ ｄｘ － ｂｙ ＋ ａ ＝ ０

ì

î

í

ïï

ïï

（６）

　 　 系统（５）在平衡点 Ｅ０ 处的雅可比矩阵：

Ｊ ＝
ｃ（１ － ｘ２０） － ｃ

２ｘ０ ＋ ｄ
ｃ

－ ｂ
ｃ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（７）

　 　 雅可比矩阵对应的特征方程为

λ２ ＋ ｍλ ＋ ｎ ＝ ０ （８）

其中，ｍ＝ ｂ
ｃ
－ｃ（１－ｘ２０），ｎ＝ ２ｘ０＋ｄ－ｂ（１－ｘ２０）。

引理 ３［１０］ 　 对于系统（５），有结论：
（１） 如果 ｍ＞０，且 ｎ＞０，则当 α∈ ０，１( ] 时，系统（５）的平衡点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的；

（２） 如果 ｎ＜ １
４
ｍ２，且 ｍ＜０，则当 α∈ ０，１( ] 时，系统（５）的平衡点 Ｅ０ 是不稳定的；

（３） 如果 ｎ＞ １
４
ｍ２，且 ｍ＜ ０，则当 α∈（０，α∗ ）时，系统（５）的平衡点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的，当 α∈

α∗，１[ ] 时，系统（５）的平衡点 Ｅ０ 是不稳定的，其中 α∗ ＝ ２
π
ａｒｃｔａｎ

－ ４ｎ－ｍ２

ｍ
。

３　 分数阶 ＨＲ模型的状态反馈控制

对系统（５）进行线性反馈控制如下：

Ｄα
ｔ ｘ ＝ ｃ（ｘ － ｘ３

３
－ ｙ ＋ Ｉ） ＋ ｋ１（ｘ － ｘ０）

Ｄα
ｔ ｙ ＝ ｘ２ ＋ ｄｘ － ｂｙ ＋ ａ

ｃ
＋ ｋ２（ｙ － ｙ０）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

（９）

这里 ｋ１，ｋ２ 是反馈增益系数，这种控制使得控制前后系统的平衡点不变。
系统（９）在平衡点 Ｅ０ 的雅可比矩阵为

Ｊ ＝
ｃ（１ － ｘ２０） ＋ ｋ１ － ｃ

２ｘ０ ＋ ｄ
ｃ

－ ｂ
ｃ

＋ ｋ２

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

（１０）

　 　 雅可比矩阵对应的特征方程为

λ２ ＋ ｍｋλ ＋ ｎｋ ＝ ０ （１１）
其中

ｍｋ ＝
ｂ
ｃ

－ ｃ（１ － ｘ２０） － ｋ１ － ｋ２ （１２）

ｎｋ ＝ ２ｘ０ ＋ ｄ － （ｂ － ｃｋ２）（１ － ｘ２０） － ｂ
ｃ
ｋ１ ＋ ｋ１ｋ２ （１３）
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　 　 定理　 如果 ｎｋ＞
１
４
ｍ２ｋ 且 ｍｋ ＜０，则当 α∈ ０，α∗ｋ( ) 时，系统（９）的平衡点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的，当 α∈

α∗ｋ ，１[ ] 时，系统（９）的平衡点 Ｅ０ 是不稳定的，这里

α∗ｋ ＝ ２
π
ａｒｃｔａｎ

－ ４ｎｋ － ｍ２ｋ
ｍｋ

（１４）

　 　 证明　 因为 ｎｋ＞
１
４
ｍ２ｋ，所以（１１）有一对共轭的复根 λ１，λ２，由求根公式得：

λ１，２ ＝
－ ｍｋ ± ４ｎｋ － ｍ２ｋ

２
（１５）

因此，得到 λ１， λ２ 的幅角的正切 ｔａｎ （ ａｒｇλ１ ） ＝
４ｎｋ－ｍ２ｋ
ｍｋ

， ｔａｎ （ ａｒｇλ２ ） ＝
－ ４ｎｋ－ｍ２ｋ

ｍｋ
，又因为 ｍｋ ＜ ０，故

ａｒｇ（λ１，２） ＝ ａｒｃｔａｎ
－ ４ｎｋ－ｍ２ｋ

ｍｋ
，由引理 ２，３可知当 ａｒｇ（λ１，２） ＝ ａｒｃｔａｎ

－ ４ｎｋ－ｍ２ｋ
ｍｋ

＞απ
２
，即 α∈ ０，α∗ｋ( ) 时，系

统（９）的平衡点 Ｅ０ 是局部渐近稳定的，当 ａｒｇ（λ１，２） ＝ ａｒｃｔａｎ
－ ４ｎｋ－ｍ２ｋ

ｍｋ
≤απ
２
，即 α∈ α∗ｋ ，１[ ] 时，系统（９）

的平衡点 Ｅ０ 是不稳定的。 定理得证。
注：定理中当 ｋ１，ｋ２ 都为 ０时，即为引理 ３的情况，给定参数后能确定系统的稳定域；当 ｋ１ 不为 ０，ｋ２ 为 ０

时是参考文献［１１］中所研究的控制情况，即只对 ｘ 进行控制，这种控制下给 ｋ１ 适当的值且满足定理条件能

扩大系统的稳定域；而此通过 ｋ１，ｋ２ 对 ｘ，ｙ 进行同时控制也能扩大系统的稳定域，且较文献［１１］可以更快地

达到稳定效果，更灵敏地扩大稳定域。 显然这里的线性反馈控制通过适当改变反馈增益系数 ｋ１，ｋ２ 且满足

定理条件时能更明显快速地扩大系统的稳定域。

４　 数值举例

例 １　 在系统（５）中取 ａ＝ －１，ｂ＝ １．４，ｃ＝ ３，ｄ＝ １．８和 Ｉ＝ ０，通过计算可得系统（５）的平衡点 Ｅ０ ＝（０．７２７ ５，

０．５９９ ２），满足引理 ３可计算出稳定到不稳定的临界阶数 α∗ ＝ ０．８１０ ４，故当 α∈（０，０．８１０ ４）时，系统（５）的
平衡点 Ｅ０ 是渐近稳定的，当 α∈ ０．８１０ ４，１[ ] 时，平衡点 Ｅ０ 是不稳定的。 这里取 α＝ ０．７５（图 １），再取α＝ ０．８５
（图 ２），可以知道当 α 穿过临界值时，系统失去了稳定性，并出现周期振荡现象，此时在参数下系统的稳定域

为 ０，０．８１０ ４( ) 。

图 １　 系统（５）平衡点 Ｅ０ 在 α＝ ０．７５时的稳定性

０４ 重庆工商大学学报（自然科学版） 第 ３２卷



图 ２　 系统（５）平衡点 Ｅ０ 在 α＝ ０．８５时的不稳定性

例 ２　 在系统（９）中取 ａ＝ －１，ｂ＝ １．４，ｃ＝ ３，ｄ＝ １．８和 Ｉ＝ ０，若取反馈增益系数 ｋ１ ＝ －０．７，ｋ２ ＝ ０．２，此时满足

定理条件，可计算出稳定到不稳定的临界阶数 α∗ｋ ＝ ０．９１８ ８，故当 α∈（０，０．９１８ ８）时，系统（９）的平衡点 Ｅ０
是渐近稳定的，当 α∈ ０．９１８ ８，１[ ] 时，平衡点 Ｅ０ 是不稳定的，取 α ＝ ０．８５如图 ３ 所示，此时的稳定域为

（０，０．９１８ ８）。 若取反馈增益系数 ｋ１ ＝ －０．９，ｋ２ ＝ ０．１，满足定理条件，可计算出稳定到不稳定的临界阶数 α∗ｋ ＝
０．９７３ ５，故当 α∈（０，０．９７３ ５）时，系统（９）的平衡点 Ｅ０ 是渐近稳定的，当 α∈ ０．９７３ ５，１[ ] 时，平衡点 Ｅ０ 是不

稳定的，取 α＝ ０．９２如图 ４所示，此时的稳定域为（０，０．９７３ ５）。

图 ３　 系统（９）平衡点 Ｅ０ 在 α＝ ０．８５时的稳定性

图 ４　 系统（９）平衡点 Ｅ０ 在 α＝ ０．９２时的稳定性
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分析可知，如果适当地选择反馈增益系数 ｋ１，ｋ２ 可以使分数阶神经元系统的稳定域尽可能的大，所以，
此状态反馈控制器能较好地控制系统的稳定性。
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