
第 ３２卷第 ２期

Ｖｏｌ􀆰 ３２　 ＮＯ．２
　 　 　 　 　 　 　 　

重庆工商大学学报（自然科学版）
Ｊ Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ Ｔｅｃｈｎｏｌ Ｂｕｓｉｎｅｓｓ Ｕｎｉｖ􀆰 （Ｎａｔ Ｓｃｉ Ｅｄ）

　 　 　 　 　 　 　 　
２０１５年 ２月
Ｆｅｂ．２０１５

ｄｏｉ：１０．１６０５５ ／ ｊ．ｉｓｓｎ．１６７２－０５８Ｘ．２０１５．０００２．００４

关于平衡问题的逼近方法及强收敛性∗

罗光耀１， 龚黔芬２

（１．重庆工商大学 数学与统计学院， 重庆 ４０００６７； ２．重庆工商大学 计算机与信息工程学院， 重庆 ４０００６７）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　

　 　 收稿日期：２０１４－０５－２５；修回日期：２０１４－０６－１７．

　 ∗基金项目：重庆市自然科学基金（ＣＳＴＣ ２０１２ｊｊＡ０００３９）；重庆市教委科技研究项目（ＫＪ１３０７３１）．

　 　 作者简介：罗光耀（１９５６⁃），男，重庆人，讲师，从事基础数学研究．

　 　 摘　 要：在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中， 建立了一个逼近平衡问题数值解的广义迭代方法， 并在一定条件下证明了

该方法所产生的序列强收敛到平衡问题的解， 该强收敛解同时为一类变分不等式问题的解．
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０　 引　 言

设 Ｈ 为一实 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其内积和范数分别表示为〈·，·〉和 · ，Ｋ 为 Ｈ 的一个非空闭凸子集．设 Ｆ：
Ｋ×Ｋ→Ｒ 为一双变元函数，Ｒ 为实数集．考虑如下的平衡问题：求一点 ｘ∈Ｋ，使得

Ｆ（ｘ，ｙ） ≥ ０，∀ｙ∈ Ｋ （１）
　 　 以 ＥＰ（Ｆ）表示平衡问题（１）的解集．如果 Ｆ（ｘ，ｙ）＝ 〈Ｔｘ，ｙ－ｘ〉，∀ｘ，ｙ∈Ｋ，则 ｘ∗∈ＥＰ（Ｆ）的充分必要条

件是〈Ｔｘ∗，ｙ－ｘ∗〉≥０，∀ｙ∈Ｋ，即 ｘ∗是变分不等式问题的一个解．
称 Ｆ：Ｋ→Ｋ 为压缩映象，如果存在常数 ρ∈（０，１），使得 ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ） ≤ ρ ｘ － ｙ ，∀ｘ，ｙ∈ Ｋ ．
称 Ｔ：Ｋ→Ｋ 为非扩张映象，如果 Ｔｘ － Ｔｙ ≤ ｘ － ｙ ，∀ｘ，ｙ∈ Ｋ ．此处以 Ｆｉｘ（Ｔ）表示 Ｔ 的不动点集合，

即 Ｆｉｘ（Ｔ）＝ ｘ∈Ｋ，Ｔｘ＝ ｘ{ } ．
非线性算子的不动点理论是现代非线性分析的重要组成部分，广泛应用于经济决策、最优化理论、算子

理论、数值分析和动力系统等经济和工程技术领域．近年来，利用非扩张映象的不动点方法解决变分不等式

和平衡问题引起了数学研究者的极大兴趣，并获得了一系列很好的研究成果［１－１６］ ．２００６ 年，Ｍａｒｉｎｏ⁃Ｘｕ［１１］介
绍了一个逼近非扩张映象不动点的广义迭代方法：

ｘｎ＋１ ＝ αｎγｆ（ｘｎ） ＋ （ Ｉ － αｎＡ）Ｔｘｎ （２）
其中 Ｉ 为单位算子，Ａ 为强正有界线性算子．在一定条件下证明了迭代序列强收敛到非扩张映象的不动点，并
且该不动点为变分不等式问题 〈（Ａ － γｆ）ｘ，ｘ － ｚ〉 ≤０，∀ｚ∈ Ｆｉｘ（Ｔ） 的唯一解，这恰好是非扩张映象不动点

集上二次泛函 ｍｉｎｘ∈Ｆ（Ｔ）
１
２
［Ａｘ，ｘ］－［ｘ，ｂ］的最优化条件．

２０１１年，Ｚｅｇｅｙｅ⁃Ｓｈａｈｚａｄ［１２］为了研究伪压缩映象和单调映象的公共不动点定理，引入了 Ｔｒｎ和 Ｆｒｎ映象的

定义，建立了迭代逼近方法（式（３））：
ｘｎ＋１ ＝ αｎγｆ（ｘｎ） ＋ αｎＴｒｎＦｒｎｘｎ （３）

并在一定条件下证明了逼近伪压缩映象和单调映象公共不动点的强收敛定理．
在此基础上，将逼近非扩张映象不动点的迭代方法式（２）和式（３）进行推广，定义一个逼近平衡问题解



的一个改进的广义迭代方法：

Ｆ（ｕｎ，ｙ） ＋ １
ｒｎ

＜ ｙ － ｕｎ，ｕｎ － ｘｎ ＞≥ ０，∀ｙ∈ Ｋ

ｘｎ＋１ ＝ αｎγｆ（ｘｎ） ＋ （ Ｉ － αｎＡ）ｕｎ

ì

î

í

ïï

ïï

（４）

其中 αｎ∈（０，１），Ａ 为一强正有界线性算子．此处的目的是在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间中利用不动点方法建立逼近平衡问

题解的强收敛定理，所得的结果改进并推广了文献［８，１１，１２］中相应的结论．

１　 预备知识

设 Ｈ 为一实 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，其内积和范数分别表示为［·，·］和 · ，Ｋ 为 Ｈ 的一个非空闭凸子集，以
“→”表示 Ｋ 中序列的强收敛．称算子 Ａ 为强正，如果存在常数 γ＞０，使得

＜ Ａｘ，ｘ ＞≥ γ ｘ ２，∀ｘ∈ Ｈ
　 　 为了研究涉及双变元函数 Ｆ：Ｋ×Ｋ→Ｒ 的平衡问题（１），假设 Ｆ 满足下列条件：（Ａ１）∀ｘ∈Ｋ，Ｆ（ｘ，ｘ）＝ ０；
（Ａ２） Ｆ 是单调的，即 Ｆ（ｘ，ｙ）＋Ｆ（ｙ，ｘ）≤０，∀ｘ，ｙ∈Ｋ；（Ａ３） ｌｉｍｔ→０ Ｆ（ ｔｚ＋（１－ｔ） ｘ，ｙ）≤Ｆ（ｘ，ｙ），∀ｘ，ｙ∈Ｋ；（Ａ４）

∀ｘ∈Ｋ，ｙ→Ｆ 是凸且下半连续的．
引理 １［６］ 　 设 Ｋ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ 的非空闭凸子集，Ｔ：Ｋ→Ｋ 为非扩张映象且 Ｆｉｘ（Ｔ）≠⌀，如果 Ｋ 中的

序列 ｘｎ 弱收敛于 ｘ 且 ｘｎ－Ｔｘｎ→ｙ，则 ｘ－Ｔｘ＝ ｙ．
引理 ２［１１］ 　 设 Ａ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ 中的强正有界线性算子，如果系数 γ ＞ ０ 且 ０ ＜ ρ≤ Ａ －１，则

Ｉ－ρＡ ≤１－ργ．
引理 ３［１１］ 　 在 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ 中，下列不等式（ｉ）（ｉｉ）成立：
（ｉ） ｘ ＋ ｙ ２ ＝ ｘ ２ ＋ ２［ｘ，ｙ］ ＋ ｙ ２ ≤ ｘ ２ ＋ ２ ＜ ｙ，（ｘ ＋ ｙ） ＞ ，∀ｘ，ｙ∈ Ｈ；
（ｉｉ） ｔｘ ＋ （１ － ｔ）ｙ ２ ＝ ｔ ｘ ２ ＋ （１ － ｔ） ｙ ２ － ｔ（１ － ｔ） ｘ － ｙ ２，∀ｔ∈ ［０，１］，∀ｘ，ｙ∈ Ｈ．

　 　 引理 ４［７，１３］ 　 设 Ｋ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ 的非空闭凸子集，Ｆ：Ｋ×Ｋ→Ｒ 满足条件（Ａ１）－（Ａ４），则∀ｒ＞０，ｘ∈Ｈ，
∃ｚ∈Ｋ，满足

Ｆ（ ｚ，ｙ） ＋ １
ｒ

＜ ｙ － ｚ，ｚ － ｘ ＞≥ ０，∀ｙ∈ Ｋ

　 　 记 Ｆｒ：＝｛ ｚ∈Ｋ：Ｆ（ ｚ，ｙ）＋ １
ｒ
＜ｙ－ｚ，ｚ－ｘ＞≤０，∀ｙ∈Ｋ｝，则下列结论成立：

１） Ｆｒ 是单值映象；
２） Ｆｒ 是严格非扩张映象，即 Ｆｒｘ－Ｆｒｙ ２≤［Ｆｒｘ－Ｆｒｙ，ｘ－ｙ］，∀ｘ，ｙ∈Ｈ；
３） ＥＰ（Ｆ）＝ Ｆｉｘ（Ｆｒ）是闭凸集．
引理 ５［１５］ 　 设 αｎ{ } γｎ{ } δｎ{ }为 ３个非负实数列，并且 γｎ{ }∈（０，１），如果满足不等式

αｎ＋１ ≤ （１ － γｎ）αｎ ＋ γｎδｎ，ｎ≥ ０

其中􀰐∞

ｎ ＝ １
γ ｎ ＝ ∞，ｌｉｍ

ｎ→∞
ｓｕｐ δ ｎ ≤ ０（或􀰐∞

ｎ ＝ １
γ ｎδ ｎ ＜ ∞） ，则 ｌｉｍ

ｎ→∞
αｎ ＝ ０．

２　 主要结果

定理 １　 设 Ｋ 为 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ 的非空闭凸子集，Ｆ：Ｋ×Ｋ→Ｒ 是满足条件（Ａ１） －（Ａ４）的双变元函数且

ＥＰ（Ｆ）≠⌀．如果 Ｆ：Ｋ×Ｋ 是系数为 ρ∈（０，１）的压缩映象，Ａ 是系数为 γ 的强正有界线性算子且 ０＜γ＜ γ
ρ
．对

给定 ｘ０∈Ｋ，αｎ∈（０，１），并满足下列条件：

（ｉ） ｌｉｍ
ｎ→∞

α ｎ ＝ ０，􀰐∞

ｎ ＝ １
α ｎ ＝ ∞，􀰐∞

ｎ ＝ １
α ｎ － α ｎ－１ ＜ ∞；
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（ｉｉ） ｌｉｍ
ｎ→∞
ｉｎｆ ｒｎ ＞ ０，􀰐∞

ｎ ＝ １
ｒｎ － ｒｎ－１ ＜ ∞ ．

则由式（４）定义的迭代序列｛ｘｎ｝强收敛到 Ｔ 和 Ｆ 的某个公共元 ｑ∈ＥＰ（Ｆ），且
＜ （Ａ － γｆ）ｑ，ｑ － ω ＞≤ ０，∀ω∈ ＥＰ（Ｆ）

　 　 证明　 首先，证明序列｛ｘｎ｝有界．记 ｕｎ ＝Ｆｒｎｘｎ 且

Ｆｒｎｘ： ＝ ｚ∈ Ｋ：Ｆ（ ｚ，ｙ） ＋ １
ｒｎ

＜ ｙ － ｚ，ｚ － ｘ ＞≥ ０，∀ｙ∈ Ｋ{ } （５）

则式（４）可简记为（注：文献［１２］中定义的 ｕｎ ＝Ｆｒｎ是式（５）定义的特例）
ｘｎ＋１ ＝ αｎγｆ（ｘｎ） ＋ （ Ｉ － αｎＡ）Ｆｒｎｘｎ （６）

取 ｐ∈ＥＰ（Ｆ），由引理 ４可知 ｐ∈Ｆｉｘ（Ｆｒｎ）且
ｕｎ － ｐ ＝ Ｆｒｎｘｎ － ｐ ≤ ｘｎ － ｐ （７）

　 　 由式（６）和引理 ２得
ｘｎ＋１ － ｐ ＝ αｎγｆ（ｘｎ） ＋ （ Ｉ － αｎＡ）Ｆｒｎｘｎ － ｐ ≤

αｎ γｆ（ｘｎ） － Ａｐ ＋ （ Ｉ － αｎＡ）（ｕｎ － ｐ） ≤

αｎγ ｆ（ｘｎ） － ｐ ＋ αｎ γｆ（ｐ） － Ａｐ ＋ （１ － αｎγ） ｕｎ － ｐ ≤

αｎγρ ｘｎ － ｐ ＋ αｎ γｆ（ｐ） － Ａｐ ＋ （１ － αｎγ） ｘｎ － ｐ ≤

（１ － （γ － γρ）αｎ） ｘｎ － ｐ ＋ αｎ γｆ（ｐ） － Ａｐ ≤

ｍａｘ ｘｎ － ｐ ， １
γ － γρ

γｆ（ｐ） － Ａｐ{ }
　 　 类似地，递推可得

ｘｎ － ｐ ≤ ｍａｘ ｘ０ － ｐ ， １
γ － γρ

γｆ（ｐ） － Ａｐ{ } ，ｎ≥ ０ （８）

因此｛ｘｎ｝有界，进一步可得｛ｕｎ｝｛Ａｕｎ｝｛ ｆ（ｘｎ）｝有界．
其次，证明 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ＋１－ｘｎ ＝ ０．由式（６）得

ｘｎ＋１ － ｘｎ ＝ αｎγｆ（ｘｎ） ＋ （ Ｉ － αｎＡ）ｕｎ － ［αｎ－１γｆ（ｘｎ－１） ＋ （ Ｉ － αｎ－１Ａ）ｕｎ－１］ ＝

｜｜αｎγｆ（ｘｎ） － αｎγｆ（ｘｎ－１） ＋ αｎγｆ（ｘｎ－１） － αｎ－１γｆ（ｘｎ－１） ＋

（ Ｉ － αｎＡ）ｕｎ － （ Ｉ － αｎＡ）ｕｎ－１ ＋ （ Ｉ － αｎＡ）ｕｎ－１ － （ Ｉ － αｎ－１Ａ）ｕｎ－１ ｜｜≤
αｎγ ｆ（ｘｎ） － ｆ（ｘｎ－１） ＋ αｎ － αｎ－１ γｆ（ｘｎ－１） ＋

（１ － αｎγ） ｕｎ － ｕｎ－１ ＋ αｎ － αｎ－１ Ａｕｎ－１ ≤

αｎγρ ｘｎ － ｘｎ－１ ＋ （１ － αｎγ） ｕｎ － ｕｎ－１ ＋ αｎ － αｎ－１ Ｍ１

（９）

其中 Ｍ１ ＝ｓｕｐ γ ｆ（ｘｎ） ＋ Ａｕｎ{ } ．又因为 ｕｎ ＝Ｆｒｎｘｎ∈Ｋ 和式（５）得

Ｆ（ｕｎ，ｙ） ＋ １
ｒｎ

＜ ｙ － ｕｎ，ｕｎ － ｘｎ ＞≥ ０ （１０）

Ｆ（ｕｎ－１，ｙ） ＋ １
ｒｎ－１

＜ ｙ － ｕｎ－１，ｕｎ－１ － ｘｎ－１ ＞≥ ０ （１１）

　 　 在式（１０）和式（１１）中分别取 ｙ＝ｕｎ－１，ｙ＝ｕｎ，则

Ｆ（ｕｎ，ｕｎ－１） ＋ １
ｒｎ

＜ ｕｎ－１ － ｕｎ，ｕｎ － ｘｎ ＞≥ ０ （１２）

Ｆ（ｕｎ－１，ｕｎ） ＋ １
ｒｎ－１

＜ ｕｎ － ｕｎ－１，ｕｎ－１ － ｘｎ－１ ＞≥ ０ （１３）

　 　 将式（１２）和式（１３）相加，并利用（Ａ２）得

〈ｕｎ － ｕｎ－１，
ｕｎ－１ － ｘｎ－１

ｒｎ－１
－
ｕｎ － ｘｎ

ｒｎ
〉 ≥ ０ （１４）
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　 　 式（１４）等价于

＜ ｕｎ － ｕｎ－１，ｕｎ－１ － ｕｎ ＋ ｕｎ － ｘｎ－１ －
ｒｎ－１
ｒｎ
（ｕｎ － ｘｎ） ＞≥ ０

　 　 即

ｕｎ － ｕｎ－１
２ ≤ 〈ｕｎ － ｕｎ－１，ｘｎ － ｘｎ－１ ＋ （１ －

ｒｎ－１
ｒｎ
）（ｕｎ － ｘｎ）〉 ≤

ｕｎ － ｕｎ－１ ［ ｘｎ － ｘｎ－１ ＋
ｒｎ － ｒｎ－１

ｒｎ
ｕｎ － ｘｎ ］

　 　 由定理 １条件（ｉｉ），不妨设 ｒｎ≥ε＞０，则

ｕｎ － ｕｎ－１ ≤ ｘｎ － ｘｎ－１ ＋ １
ε

ｒｎ － ｒｎ－１ ｕｎ － ｘｎ （１５）

　 　 结合式（６）（９）和式（１５）得

ｘｎ＋１ － ｘｎ ≤ αｎγρ ｘｎ － ｘｎ－１ ＋ （１ － αｎγ）［ ｘｎ － ｘｎ－１ ＋ １
ε

ｒｎ － ｒｎ－１ ｕｎ － ｘｎ ］ ＋ αｎ － αｎ－１ Ｍ１ ≤

［１ － （γ － γρ）αｎ］ ｘｎ － ｘｎ－１ ＋ １
ε

ｒｎ － ｒｎ－１ ｕｎ － ｘｎ ＋ αｎ － αｎ－１ Ｍ１ ≤

［１ － （γ － γρ）αｎ］ ｘｎ － ｘｎ－１ ＋ １
ε

ｒｎ － ｒｎ－１ Ｍ２ ＋ αｎ － αｎ－１ Ｍ１

（１６）
　 　 其中 Ｍ２ ＝ｓｕｐ ｕｎ ＝ ｘｎ{ } ．由条件（ｉ）－（ｉｉ）和引理 ５，得

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ＋１ － ｘｎ ＝ ０ （１７）
　 　 进一步，结合式（１５）和（１７）得

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｕｎ － ｕｎ－１ ＝ ０ （１８）
　 　 另一方面，由式（６）有 ｘｎ ＝αｎ－１γｆ（ｘｎ－１）＋（ Ｉ－αｎ－１Ａ）ｕｎ－１，则

ｘｎ － ｕｎ ≤ ｘｎ － ｕｎ－１ ＋ ｕｎ－１ － ｕｎ ≤
αｎ－１ γｆ（ｘｎ－１） － Ａｕｎ－１ ＋ ｕｎ－１ － ｕｎ

　 　 结合定理 １条件（ｉ）和式（１８）得
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ － ｕｎ ＝ ０ （１９）
　 　 设 ｘｎｉ

{ } 为 ｘｎ{ } 的一子列，由于 ｘｎｉ
{ } 有界，故存在一个弱收敛的子列 ｘｎｉ

{ } ，为了不失一般性，不妨设
ｘｎｉ

{ }弱收敛于 ω．
因为 Ｋ 是闭凸集，所以 Ｋ 也是弱闭的，因此，ω∈Ｋ．类似地，如果 ｕｎｉ

{ }为 ｕｎ{ }的一个弱收敛子列，则由式

（１９）可知 ｕｎｉ
{ }弱收敛于 ω．由式（５）和（１０）得

Ｆ（ｕｎｉ，ｙ） ＋ １
ｒｎｉ

＜ ｙ － ｕｎｉ，ｕｎｉ
－ ｘｎｉ ＞≥ ０，∀ｙ∈ Ｋ （２０）

结合条件（Ａ２）和式（２０）得
１
ｒｎｉ

＜ ｙ － ｕｎｉ，ｕｎｉ
－ ｘｎｉ ＞≥ Ｆ（ｙ，ｕｎｉ） （２１）

由式（１９）可知 ｕｎｉ
－ｘｎｉ→０，且 ｕｎｉ弱收敛于 ω，则由式（２１）得

Ｆ（ｙ，ω） ≤ ０，∀ｙ∈ Ｋ （２２）
记 ｚｔ ＝ ｔｙ＋（１－ｔ）ω，∀ｔ∈（０，１］，ｙ∈Ｋ，则 ｚｔ∈Ｋ，进一步得 Ｆ（ ｚｔ，ω）≤０．同时，由条件（Ａ１）和（Ａ４）得

０ ＝ Ｆ（ ｚｔ，ｚｔ） ≤ ｔＦ（ ｚｔ，ｙ） ＋ （１ － ｔ）Ｆ（ ｚｔ，ω） ≤ ｔＦ（ ｚｔ，ｙ）
因此，Ｆ（ ｚｔ，ｙ）≥０．由条件（Ａ３）得 Ｆ（ω，ｙ）≥０，∀ｙ∈Ｋ，即 ｘｎｉ弱收敛于 ω∈ＥＰ（Ｆ） ．

现在，证明ｌｉｍｓｕｐｎ→∞ ＜（Ａ－γｆ）ｑ，ｑ－ｘｎ＞≤０，其中 ｑ＝ ｌｉｍｔ→０ｘｔ ．定义映象 Φｎｘ＝ ｔγｆ（ｘ）＋（ Ｉ－ｔＡ）Ｆｒｎｘ，∀ｔ∈（０，
１），∀ｘ，ｙ∈Ｈ，有

Φｎｘ － Φｎｙ ≤ ｔγ ｆ（ｘ） － ｆ（ｙ） ＋ （１ － ｔγ） Ｆｒｎｘ － Ｆｒｎｙ ≤
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ｔγρ ｘ － ｙ ＋ （１ － ｔγ） ｘ － ｙ ＝
１ － （γ － γρ） ｔ ｘ － ｙ

由于 ０＜１－（γ－γρ） ｔ＜１，则 Φｎ 是压缩映象，故存在唯一的不动点 ｘｔ，即
ｘｔ ＝ ｔγｆ（ｘｔ） ＋ （ Ｉ － ｔＡ）Ｆｒｎｘｔ （２３）

　 　 由引理 ３和 ４，及式（１９）和式（２３）得
ｘｔ － ｘｎ

２ ＝ ｔ［γｆ（ｘｔ） － Ａｘｎ］ ＋ （ Ｉ － ｔＡ）（Ｆｒｎｘｔ － ｘｎ） ２ ≤

（１ － γｔ） ２ Ｆｒｎｘｔ － ｘｎ
２ ＋ ２ｔ［γｆ（ｘｔ） － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ］ ＝

（１ － γｔ） ２ Ｆｒｎｘｔ － Ｆｒｎｘｎ ＋ Ｆｒｎｘｎ － ｘｎ
２ ＋ ２ｔ ＜ γｆ（ｘｔ） － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ ＞≤

（１ － γｔ） ２（ ｘｔ － ｘｎ ＋ ｕｎ － ｘｎ ） ２ ＋ ２ｔ ＜ γｆ（ｘｔ） － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ ＞≤

（１ － γｔ） ２ ｘｔ － ｘｎ
２ ＋ ψｎ（ ｔ） ＋ ２ｔ ＜ γｆ（ｘｔ） － Ａｘｔ，ｘｔ － ｘｎ ＞ ＋ ２ｔ ＜ Ａｘｔ － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ ＞

（２４）
　 　 其中 ψｎ（ ｔ）＝ （１－γｔ） ２（２ ｘｔ－ｘｎ ＋ ｕｎ－ｘｎ ） ｕｎ－ｘｎ →０（ｎ→∞） ．因为 Ａ 是强正算子，则

＜ Ａｘｔ － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ ＞ ＝ ＜ Ａ（ｘｔ － ｘｎ），ｘｔ － ｘｎ ＞≥ γ ｘｔ － ｘｎ
２ （２５）

　 　 结合式（２４）和式（２５）得
２ｔ ＜ Ａｘｔ － γｆ（ｘｔ），ｘｔ － ｘｎ ＞≤ （γ２ ｔ２ － ２γｔ） ｘｔ － ｘｎ

２ ＋ ψｎ（ ｔ） ＋ ２ｔ ＜ Ａｘｔ － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ ＞≤

（γ２ ｔ２ － ２ｔ） ＜ Ａｘｔ － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ ＞ ＋ ψｎ（ ｔ） ＋ ２ｔ ＜ Ａｘｔ － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ ＞ ＝

γ２ ｔ２ ＜ Ａｘｔ － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ ＞ ＋ ψｎ（ ｔ）
　 　 整理得

＜ Ａｘｔ － γｆ（ｘｔ），ｘｔ － ｘｎ ＞≤ γｔ
２

＜ Ａｘｔ － Ａｘｎ，ｘｔ － ｘｎ ＞ ＋ １
２ｔ
ψｎ（ ｔ） （２６）

　 　 对式（２６）关于 ｎ→∞取极限，并由 ψｎ（ ｔ）→０（ｎ→∞）得

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

＜ Ａｘｔ － γｆ（ｘｔ），ｘｔ － ｘｎ ＞≤ ｔ
２
Ｍ３ （２７）

　 　 其中常数 Ｍ３≥γ＜Ａｘｔ－Ａｘｎ，ｘｔ－ｘｎ＞．由式（２７）进一步得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→０

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

［Ａｘｔ － γｆ（ｘｔ），ｘｔ － ｘｎ］ ≤ ０ （２８）
　 　 另一方面，由于

＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ － ｑ ＞ ＝ ＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ － ｑ ＞ － ＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ － ｘｔ ＞ ＋ ＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ － ｘｔ ＞ －
＜ γｆ（ｑ） － Ａｘｔ，ｘｎ － ｘｔ ＞ ＋ ＜ γｆ（ｑ） － Ａｘｔ，ｘｎ － ｘｔ ＞ － ＜ γｆ（ｘｔ） － Ａｘｔ，ｘｎ － ｘｔ ＞ ＋ ＜ γｆ（ｘｔ） － Ａｘｔ，ｘｎ － ｘｔ ＞
　 　 所以

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ － ｑ ＞≤ γｆ（ｑ） － Ａｑ ｘｔ － ｑ ＋ Ａ ｘｔ － ｑ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ － ｘｔ ＋

γρ ｘｔ － ｑ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ － ｘｔ ＋ ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

＜ γｆ（ｘｔ） － Ａｘｔ，ｘｎ － ｘｔ ＞
　 　 因此，由式（２８）和ｌｉｍ

ｔ→０
ｘｔ ＝ ｑ 得

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ － ｑ ＞ ＝ ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→０

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ － ｑ ＞≤

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→０

γｆ（ｑ） － Ａｑ ｘｔ － ｑ ＋ ｌｉ ｍ
ｔ→０
ｓｕｐ Ａ ｘｔ － ｑ ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ － ｘｔ ＋

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→０

γρ ｘｔ － ｑ ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ － ｘｔ ＋

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→０

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞

＜ γｆ（ｘｔ） － Ａｘｔ，ｘｎ － ｘｔ ＞≤ ０

（２９）
　 　 最后，证明强收敛到 ｑ∈ＥＰ（Ｆ） ．由式（６）（７）和引理 ２得
ｘｎ＋１ － ｑ ２ ＝ αｎ ＜ γｆ（ｘｎ） － Ａｑ，ｘｎ＋１ － ｑ ＞ ＋ ＜ （ Ｉ － αｎＡ）（ｕｎ － ｑ），ｘｎ＋１ － ｑ ＞≤

αｎγ ＜ ｆ（ｘｎ） － Ａｆ（ｑ），ｘｎ＋１ － ｑ ＞ ＋ αｎ ＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ＋１ － ｑ ＞ ＋ （１ － αｎγ） ｕｎ － ｑ ｕｎ＋１ － ｑ ≤

αｎγρ ｘｎ － ｑ ｘｎ＋１ － ｑ ＋ αｎ ＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ＋１ － ｑ ＞ ＋ （１ － αｎγ） ｘｎ － ｑ ｘｎ＋１ － ｑ ≤
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１ － （γ － γρ）αｎ

２
（ ｘｎ － ｑ ２ ＋ ｘｎ＋１ － ｑ ２） ＋ αｎ ＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ＋１ － ｑ ＞≤

１ － （γ － γρ）αｎ

２
ｘｎ － ｑ ２ ＋ １

２
ｘｎ＋１ － ｑ ２ ＋ αｎ ＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ＋１ － ｑ ＞

　 　 整理得

ｘｎ＋１ － ｑ ２ ≤ ［１ － （γ － γρ）αｎ］ ｘｎ － ｑ ２ ＋ ２αｎ ＜ γｆ（ｑ） － Ａｑ，ｘｎ＋１ － ｑ ＞ （３０）
　 　 结合式（２９）（３０）和引理 ５得 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ－ｑ ＝ ０．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｉｎ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ， ａ ｇｅｎｅｒａｌ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｍｅｔｈｏｄ ｏｆ ａ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ
ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｉｓ ｓｅｔ ｕｐ． Ｔｈｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍｓ ｆｒｏｍ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｔｏ ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｇｅｎｅｒａｔｅｄ
ｂｙ ｔｈｉｓ ｍｅｔｈｏｄ ｉｓ ｐｒｏｖｅｄ ｕｎｄｅｒ ｃｅｒｔａｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｉｓ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｓｔｒｏｎｇ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｉｓ ｓｉｍｕｌｔａｎｅｏｕｓｌｙ ｔｈｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ａ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ．

Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ： ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ ｐｒｏｂｌｅｍ； ｆｉｘｅｄ ｐｏｉｎｔ ｍｅｔｈｏｄ； ｓｔｒｏｎｇ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｏｐｅｒａｔｏｒ； ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ
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