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　 　 摘　 要：随动力系统学的发展，平衡点的稳定性以及 Ｈｏｐｆ 分岔对于动力系统学研究愈显重要。 首先研

究时滞 Ｌｏｒｅｎｚ⁃ｌｉｋｅ系统存在平衡点的条件，在此条件下，通过分析系统在平衡点处的线性化系统特征根的分

布情况，得出系统在平衡点处的稳定性；随着系统时滞参数的变化，时滞系统在平衡点处稳定性相应地会发

生改变；以时滞为分岔参数，研究了时滞系统存在 Ｈｏｐｆ分岔的条件；最后利用 Ｍａｔｌａｂ 程序进行仿真，验证了

理论分析的正确性。
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０　 引　 言

稳定性与分岔问题是动力系统研究中的重要课题之一，国内外已较好地掌握了相关的数学分析工具［１］，在
稳定性与分岔的理论研究和工程应用方面取得长足的进展［２］。 动力系统的分岔是指，在系统参数发生连续变

化的情况下，如果系统相轨迹的拓扑结构发生了改变，称这种变化为分岔。 考虑含参数的动力系统

ｘ̇ ＝ ｆ（ｘ，μ） ｘ∈ Ｕ⊆ Ｒｎ，μ∈ Ｊ⊆ Ｒｍ （１）

　 　 其中 μ 是实分岔参数，ｆ 是关于 ｘ 和 μ 的函数。 当参数 μ 连续变动时，如果上述系统的拓扑结构在μ０∈Ｊ
处发生突然变化，称该系统在 μ＝μ０ 处出现分岔，μ０ 称为系统的一个分岔值，分岔值组成的集合称为分岔集。
Ｈｏｐｆ分岔是较为常见、应用较广泛的一种分岔类型［３］，它是指当分岔参数变化且经过分岔值时，从平衡状态

产生孤立的周期运动的现象。 从相图上看，这时有极限环从平衡点“冒”出来。
自从 １９６３年气象学家 Ｌｏｒｅｎｚ 提出经典的 Ｌｏｒｅｎｚ 系统［４］以来，大量的混沌系统相继被提出，例如 Ｃｈｅｎ

系统［５］，Ｌｉｕ系统［６］，Ｔ系统［７］等。 近年来，对这些系统分岔问题的研究已成为热点之一，其中关于 Ｈｏｐｆ分岔

问题的研究有很好的结果，相关研究也被应用到物理学、生物学、化学等众多学科领域。 在文献［８］中，提出

了一个新的 Ｌｏｒｅｎｚ类系统，并研究了它的分岔规律，系统的动力学方程为

ｘ̇ ＝ ａ（ｙ － ｘ）

ｙ̇ ＝ ｂｘ － ｘｚ

ｚ̇ ＝ － ｃｚ ＋ ｄｘ２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２）



　 　 其中 ｘ，ｙ，ｚ 为状态变量，ａ，ｂ，ｃ，ｄ 为系统参数。 系统含有 ６项，其中有 ４个线性项，与较其它的混沌或超

混沌系统相比，系统的结构形式较为简单，这为电路实现带来方便。 因此，系统在保密通信等领域具有潜在

的应用价值。
在流体系统中，蒸气和流体在管道中的流动具有延迟；在通信系统中信号的传输会发生拥挤阻塞等现

象；在种群生态系统中，捕食者在具有捕食能力之前大都需要一定的成长时间和成熟时间，因此，时滞在动

力系统中是普遍存在的。 基于这样的考虑，Ｌｏｒｅｎｚ类系统（２）中，给状态变量施加时滞得到一个三维时滞系

统，称之为时滞 Ｌｏｒｅｎｚ⁃ｌｉｋｅ系统。
　 　 在 Ｌｏｒｅｎｚ系统中考虑时滞现象，构造一个时滞 Ｌｏｒｅｎｚ⁃ｌｉｋｅ系统为

ｘ̇（ ｔ） ＝ － ａｘ（ ｔ － τ） ＋ ａｙ（ ｔ）

ｙ̇（ ｔ） ＝ ｂｘ（ ｔ － τ） － ｘ（ ｔ － τ） ｚ（ ｔ）

ｚ̇（ ｔ） ＝ － ｃｚ（ ｔ） ＋ ｄｘ２（ ｔ － τ）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（３）

　 　 其中 τ（＞０）为时滞，可以理解为蒸气或流体在管道中的流动延迟时间、信号传输的阻碍时间，也可以理

解为捕食者的成熟所用的时间（生物生长周期）。
系统（３）具有 ３个平衡点，它们分别为

（０，０，０），（ ｂｃｄ
ｄ
， ｂｃｄ

ｄ
，ｂ），（ － ｂｃｄ

ｄ
， － ｂｃｄ

ｄ
，ｂ）

　 　 当系统（３）的参数 ａ＞０、ｂ＜０、ｃ＞０、ｄ＞０时，系统（１）具有唯一的平衡点 Ｏ（０，０，０）。 在此参数条件下，考
虑系统（３）在平衡点 Ｏ（０，０，０）处的稳定性以及 Ｈｏｐｆ分岔的存在性。

１　 时滞 Ｌｏｒｅｎｚ⁃ｌｉｋｅ系统在平衡点的稳定性及其 Ｈｏｐｆ分岔

定理 １　 如果 ａ＞０、ｂ＜０、ｃ＞０、ｄ＞０，那么，
（１） 当 τ∈［０，τ０）时，系统（１）的平衡点 Ｏ（０，０，０）是渐近稳定的；
（２） 当 τ＞τ０ 时，系统（１）的平衡点 Ｏ（０，０，０）是不稳定的；

（３） 当 τ＝τｋ （ｋ＝ ０，１，２，３，…）时，系统（１）在平衡点 Ｏ（０，０，０）处发生 Ｈｏｐｆ分岔。

要证此定理，需要下述关于 Ｈｏｐｆ分岔存在条件的引理。
引理［３］ 　 假设系统 ｘ̇＝ ｆ（ｘ，μ）在平衡点 ｘ０（μ）处的 Ｊａｃｏｂｉａｎ 矩阵具有一对虚特征根 λ１，２ ＝α（μ） ±ｉω（μ）

和实数根 λ ｊ（μ）。 若对于 μ＝μ０，成立下列各式

α（μ０） ＝ ０， ω（μ０） ＞ ０， ｄα（μ）
ｄμ

｜ μ ＝ μ０ ≠ ０， λ ｊ
（μ０） ＜ ０（ ｊ ＝ ３，４，…，ｎ）

则 μ＝μ０ 为系统的 Ｈｏｐｆ分岔值，在 μ＜μ０（或 μ＞μ０）时，系统将产生一簇围绕平衡点 ｘ０（μ）的极限环。
定理 １的证明过程分为以下 ４个命题。 系统（３）在平衡点 Ｏ（０，０，０）处线性化系统为

ｘ̇（ ｔ） ＝ － ａｘ（ ｔ － τ） ＋ ａｙ（ ｔ）

ｙ̇（ ｔ） ＝ ｂｘ（ ｔ － τ）

ｚ̇（ ｔ） ＝ － ｃｚ（ ｔ）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（４）

　 　 线性系统（４）对应的特征方程为

（λ ＋ ｃ）［λ２ ＋ ａ（λ － ｂ）ｅ －λτ］ ＝ ０ （５）
　 　 命题 １　 若 τ＝ ０，则系统（３）的平衡点 Ｏ（０，０，０）是局部渐近稳定［９］的。

证明　 当 τ＝ ０时，特征方程（５）转化为

λ３ ＋ （ａ ＋ ｃ）λ２ ＋ ａ（ｃ － ｂ）λ － ａｂｃ ＝ ０ （６）
　 　 因为参数 ａ＞０、ｂ＜０、ｃ＞０、ｄ＞０，所以易知（ａ＋ｃ）＞０，ａ（ｃ－ｂ）＞０，－ａｂｃ＞０。
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根据 Ｒｏｕｔｈ⁃Ｈｕｒｗｉｔｚ定理［９］可知，特征方程（４）的所有根都具有负实部。 所以当 τ＝ ０时，系统（３）的平衡

点 Ｏ（０，０，０）是局部渐近稳定的。
证毕。
命题 ２　 当 τ＞０时，方程（５）存在一个纯虚根 λ＝ ｉω（ω 为一个正常数）。
证明　 由于只考虑虚根，方程（５）与以下方程等价

λ２ ＋ ａ（λ － ｂ）ｅ －λτ ＝ ０ （７）
　 　 则虚部 ω 满足

－ ω２ ＋ ａ（ｉω － ｂ）（ｃｏｓωτ － ｉｓｉｎωτ） ＝ ０ （８）
　 　 于是，

ａωｓｉｎωτ － ａｂｃｏｓωτ － ω２ ＝ ０
ｂｓｉｎωτ ＋ ωｃｏｓωτ ＝ ０{ （９）

　 　 方程（９）可化为

ω４ － ａ２ω２ － ａ２ｂ２ ＝ ０ （１０）
　 　 接下来只需证，对于方程（１０）至少有一个正实根。 令 ｕ＝ω２，则方程（１０）可化为

ｕ２ － ａ２ｕ － ａ２ｂ２ ＝ ０ （１１）
　 　 设 ｇ（ｕ）＝ ｕ２－ａ２ｕ－ａ２ｂ２，不妨设 ｇ（ｕ）＝ ０的根为 ｕ１ 和 ｕ２，则由韦达定理易知

ｕ１ ＋ ｕ２ ＝
ａ２

２
，ｕ１ × ｕ２ ＝ － ａ２ｂ２

显然 ｕ１，ｕ２ 满足 ｕ１×ｕ２＜０，即 ｇ（ｕ）＝ ０必有一正实根，不妨设为 ｕ′＞０，此时有 ｇ（ｕ′）＝ ０ 从而，显然方程（１０）
至少有一个正实根。

证毕。
命题 ３　 存在 τｋ≠０，使得方程（５）的特征根 λ（τ）＝ α（τ）＋ｉω（τ），满足 α（τｋ）＝ ０，ω（τｋ）＝ ω０。
证明　 设 ω０ 为方程（１０）的一个正实根，则方程（７）有一纯虚根 ｉω０。 又由方程组（９）得

ｃｏｓωτ ＝ － ｂω２

ａ（ｂ２ ＋ ω２）
（１２）

　 　 将 ω＝ω０ 代入方程（１２），则时滞 τ 的值为

τｋ ＝
１
ω０
ａｒｃｃｏｓ（ －

ｂω２０
ａ（ｂ２ ＋ ω２０）

） ＋ ２ｋπ
ω０
（ｋ ＝ ０，１，２，…） （１３）

　 　 因此（ ｉω０，τｋ）是方程（７）的解，即 λ ＝ ±ｉω０ 是时滞 τ ＝ τｋ 时方程（５）的一对共轭的纯虚根。 设 τ０ ＝
ｍｉｎ｛τｋ｝，则时滞 τ＝τ０ 是使得方程（５）出现纯虚根 λ＝ ±ｉω０ 时 τ 的最小值。

证毕

命题 ４　 对于任意的 τ＝τｋ≠０，则
ｄＲｅλ（τ）
ｄτ

｜ τ＝τｋ＞０。

证明　 在方程（７）两边同时对 τ 求导，得
ｄλ
ｄτ

＝ ａλ（λ － ｂ）ｅ －λτ

２λ ＋ ａｅ －λτ － ａτ（λ － ｂ）ｅ －λτ
＝

－ λ２（λ － ｂ）
τλ２ ＋ （１ － ｂτ）λ － ２ｂ

　 　 易得，

（ｄλ
ｄτ
） －１ ＝ － τλ２ ＋ （１ － ｂτ）λ － ２ｂ

λ２（λ － ｂ）
　 　 因为 λ（τｋ）＝ ｉω０，所以有
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Ｒｅ［（ｄλ
ｄτ
） －１ ｜ τ ＝ τｋ］ ＝ ［ － τ

ω０ ｉ － ｂ
－ （１ － ｂτ）
ω０ ｉ（ω０ ｉ － ｂ）

－ ２ｂ
ω２０（ω０ ｉ － ｂ）

］ ＝

［ τ
ｂ － ω０ ｉ

］ ＋ ［ （１
－ ｂτ）

ω０（ω０ ＋ ｂｉ）
］ ＋ ［ ２ｂ

ω２０（ｂ － ω０ ｉ）
］ ＝

ｂτ
ω２０ ＋ ｂ２

＋ １ － ｂτ
（ω２０ ＋ ｂ２）

＋ ２ｂ２

ω２０（ω２０ ＋ ｂ２）
＝

ω２０ ＋ ２ｂ２

ω２０（ω２０ ＋ ｂ２）
＞ ０

　 　 即

ｄＲｅλ（τ）
ｄτ

｜ τ ＝ τｋ
＝ Ｒｅ［（ｄλ

ｄτ
） －１ ｜ τ ＝ τｋ］ ＞ ０

　 　 又因 ｓｉｇｎ｛Ｒｅ（ｄλ
ｄτ
｜ τ＝τｋ）｝ ＝ ｓｉｇｎ｛Ｒｅ［（

ｄλ
ｄτ
） －１ ｜ τ＝τｋ］｝，故 τ＝τｋ≠０时

ｄＲｅλ（τ）
ｄτ

｜ τ＝τｋ＞０成立。

证毕。
综上所述，根据引理，定理 １成立。

２　 数值仿真

因为参数 ａ＞０、ｂ＜０、ｃ＞０、ｄ＞０，不妨取 ａ＝ ｃ＝ｄ＝ １，ｂ＝ －１，这时系统为

ｘ̇（ ｔ） ＝ － ｘ（ ｔ － τ） ＋ ｙ（ ｔ）

ｙ̇（ ｔ） ＝ － ｘ（ ｔ － τ） － ｘ（ ｔ － τ） ｚ（ ｔ）

ｚ̇（ ｔ） ＝ － ｚ（ ｔ） ＋ ｘ２（ ｔ － τ）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 利用 Ｍａｔｌａｂ软件计算得，由 ω４ －ａ２ω２ －ａ２ｂ２ ＝ ０，得 ω０ ＝ １．２７２；再由 τ０ ＝
１
ω０
ａｒｃｃｏｓ（ －

ｂω２０
ａ（ｂ２＋ω２０）

），得 τ０ ＝

０．７１１ １。 因此，由定理 １可得下面的推论。
推论若 ａ＞０、ｂ＜０、ｃ＞０、ｄ＞０，则
（１） 当 τ∈［０，０．７１１ １）时，系统的平衡点 Ｏ（０，０，０）是渐近稳定的；
（２） 当 τ＞０．７１１ １时，系统的平衡点 Ｏ（０，０，０）是不稳定的；

（３） τ＝ ０．７１１ １＋ １．５７２ ３ｋπ （ｋ＝ ０，１，２，３，…）是系统的 Ｈｏｐｆ分岔值，即系统（２）在平衡点 Ｏ（０，０，０）

处发生 Ｈｏｐｆ分岔，产生极限环。
利用 Ｍａｔｌａｂ软件，给出时滞 τ 取不同值时的系统的状态变量随时间 ｔ 的轨线图和相图。 由图 １ 可以看

出，当时滞 τ＝ ０．７时，系统的状态变量 ｘ，ｙ，ｚ 的值随时间 ｔ 的逐渐增大而趋于平衡点Ｏ（０，０，０），所以平衡点

Ｏ（０，０，０）是渐近稳定的。 由图 ２知，当时滞 τ＝ ０．７１１ １时，系统的状态变量 ｘ，ｙ，ｚ 的值随时间 ｔ 的增大永远

保持周期震荡，说明系统在平衡点 Ｏ（０，０，０）处发生了 Ｈｏｐｆ分岔，在相空间 Ｏ－ｘｙｚ 上出现了极限环。
由图 ３可以看出，系统的状态变量 ｘ，ｙ，ｚ 的值随时间 ｔ 增大而逐渐远离平衡点，所以当时滞 τ ＝ ０．７２ 时，

系统的平衡点 Ｏ（０，０，０）是不稳定的。

３　 总　 结

研究了时滞 Ｌｏｒｅｎｚ⁃ｌｉｋｅ系统在平衡点处的稳定性与 Ｈｏｐｆ分岔。 通过理论分析，给出了时滞 Ｌｏｒｅｎｚ－ｌｉｋｅ
系统在平衡点处渐进稳定的条件，以及发生 Ｈｏｐｆ分岔的条件。 数值模拟验证了理论分析的正确性。 通过对
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时滞 Ｌｏｒｅｎｚ－ｌｉｋｅ系统的稳定性与 Ｈｏｐｆ分岔分析，说明该时滞系统具有较丰富的动力学性态，为系统在实际

中应用提供理论基础。

图 １　 τ＝ ０．７，ｘ（ ｔ）＝ ０．０１，ｙ（ ｔ）＝ ０．０２，ｚ（ ｔ）＝ ０．０１
（ ｔ∈［－０．７，０］）时，ｘ，ｙ，ｚ 随 ｔ 的轨线

图 ２　 当 τ＝ ０．７１１ １，ｘ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）＝ ｚ（ ｔ）＝ ０．０１
（ ｔ∈［－０．３，０］）时，系统的相图

图 ３　 当 τ＝ ０．７２，ｘ（ ｔ）＝ ｙ（ ｔ）＝ ｚ（ ｔ）＝ ０．０１
（ ｔ∈［－０．７２，０］）时，ｘ，ｙ，ｚ 随时间 ｔ 的轨线
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